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BESCHOUWINGEN OVER DE TOEPASSING DER 
WISKUNDE OP DE NATUURKUNDE, 



D". P. H. HEBINfiA. 



Terwijl men vol erkenning kan zijn voor het nut, dat de wiskunde 
bij de beschouwing van natuurverschijnselen heeft gehad, is het toch 
ook tevens geoorloofd om de somwijlen gebrekkige toepassing er van 
op te merken, de aandacht van deskundigen er op te vestigen, en 
zoo mogelijk de richting aan te wijzen, waarin men meent, dat de 
fouten hersteld kunnen worden. 

Wanneer men de wiskunde wil gebruiken, moet men toch vooral 
weten, waarop men die leer van meten en tellen gaat toepassen; 
anders zal het in veel gevallen eene onduidelijke redeneering geven; 
niet wat betreft de wiskunde zelve, maar de zaak, die men wil 
verklaren. 

Zoolang men in de natuurkunde de krachten beschouwt als op zich zelf 
bestaande, als 't ware buiten de stof, heeft men met de stof zelve 
niets temaken; en loopt de wiskundige theorie weinig gevaar op een 
dwaalspoor te geraken; men staat dan alleen voor eene onduidelijke 
afscheiding van stof en kracht. 

Nu men echter meer en meer de natuurkrachten door botsingen 
wil verklaren, is het duidelijk, dat, wil men eenige zuivere vrucht 
hebben van de wiskunde, men zich bij iedere botsing moet voor- 
stellen , welke lichaampjes er botsen ; de wiskunde zal dan alleen die 
botsingen behoeven te sommeeren. 

Ten einde dit duidelijk te doen uitkomen, heb ik in het eerste 
gedeelte van het volgende nagegaan, hoe de tegenwoordige voorstel» 
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ling is van den gas- en rloeistoftoestand , vooral naar aanleiding van 
de bekende verhandeling daarover van J. D. van dee Waals. Ik 
kom daarbij tot het besluit, hoe noodzakelijk het is eene nauwkeuriger 
onderstelling omtrent de stof te maken. Ontbreekt het mij later niet 
aan tijd, dan hoop ik die noodzakelijkheid ook nog nit andere gedeelten 
der mathematische physica af te leiden. 

In het tweede gedeelte zal ik het wagen, eene proeve van eene on- 
derstelling te geven , omdat geene van de bestaande mij toeschijnt te 
voldoen aan de eischen, die men daarvoor moet stellen. Vooral 
vind ik de aanleiding tot bekendmaking van mijne denkbeelden in 
eene verhandeling van Dr. Isenkrahé over het raadsel van de zwaarte- 
kracht. 

I. 

1. Eeeds lang is men tot de overtuiging gekomen, dat warmte-, 
verschijnselen een gevolg zijn van de beweging der stof. 

Proeven, zooals Joule ze heeft genomen, dwingen ons als 't ware 
tot de voorstelling, dat de beweging van groote massa's te gelijk 
zich omzet in die van kleinere massa's in aUe mogelijke richtin- 
gen. De theorie, op deze waarnemingen gegrond, heeft zeer groot 
nut in de toepassing ten gevolge gehad. Men heeft daarbig met de 
voorstelling, die men zich maakt van die warmtebeweging , betrekke- 
lijk weinig te maken. 

Men heeft echter getracht, nader in het wezen der warmtebeweging 
in te dringen. Eene eerste duidelijke poging gaf Clausiüs ons ^). 

Het is nuj onverklaarbaar, waarom men op dien weg niet is voort- 
gegaan, en niet liever tot geene uitkomst is gekomen dan tot die, 
waartoe men nu is geraakt. In plaats te blijven bij eene bepaalde 
hoeveelheid gas, besloten in een vat, heeft men de zaak te algemeen 
willen opvatten. 

De ontwikkeling van die veranderde richting vindt men vooral in 
de verhandeling van van dee Waals. Sommige gedeelten wil ik 
hier eenigzins nauwkeurig nagaan. (Bladzijden en Paragrafen, die ik 
in dit gedeelte aanhaal , verwijzen naar die verhandeling.) 

2. Het vraagstuk, waar het bij de theorie van den gas- en vloei- 
stoftoestand vooral op aankomt, is, omtrent eene hoeveelheid stof aan 
te geven, welke de kracht is van die stof; dus, welke werking ik 
daarvan op andere stof kan verwachten. 
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In § 6 wordt ons dan ook eene hoeyeelheid stoffelijke punten voor- 
gesteld^ en wel in hetgeen men noemt eene stationaire beweging; dat wil 
zeggen , dat die punten zich zeer weinig van een bepaald punt verwijde- 
ren. De volgende berekening zal ons nu de levende kracht van die stof- 
felijke punten doen kennen. De uitkomst van die berekening zal ik 
echter voorop plaatsen, daar dit al dadelijk eene dwaling doet ver- 
moeden. 

Zijn X, JT, Z de componenten van de kracht, die op zulk een 
stoffelijk punt werkt, en x^y, z de coördinaten van het punt ten op- 
zichte van een willekeurig stelsel, dan komt men tot de uitkomst 
m 

£-r»=-|s(z^+ry+^;.) (1) 

Het eerste lid stelt de levende kracht voor van de stoffelijke 
punten, dus onafhankelijk van het coördinatenstelsel. Dat stelsel 
denk ik mij zoo , dat de hoeveelheid stoffelijke punten buiten de di'ie 
vlakken ligt, dus bijv. zoo, dat x, y, z voor alle punten altijd posi- 
tief zijn. 

Het tweede lid is niet onafhankelijk van het stelsel. Want had ik 
vlakken genomen, evenwijdig met de eerste, zoodanig dat de oor- 
sprong van het eerste door de coördinaten a, b, c ten opzichte van 
het tweede wordt aangewezen ; dan zoude , terwijl het eerste lid oa- 
veranderd blijft, het tweede lid met l'Z{Xa-\-Fb-\-Zc) aangroeien, 
daar bij zulk eene verandering van coördinaten de Z, T, Z ook onver- 
anderd blijven. 

Deze uitkomst kan dus niet goed zijn, en (1) kan dus niet de 
wiskundige uitdrukking zijn van de levende kracht van eene hoe- 
veelheid stoffelijke punten. 

Bij het nagaan van de ontwikkeling blijkt het spoedig, welke de 

d x 
fout is. Door differentiatie van x -j-i ^^^ opzichte van ^, verkrijgt men 



dt dt* 

d 



d*x 
dus 2 mx -r-r = 2 j» 



(4r) 



dt^ dt 



'"* (^) ' 



of Sm«_=:s^__.-S«^-) . 
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d^ — 

Men wil nu den term -, ^ verwaarloozen , terwijl men -7-r- be- 
d^t ' d ^^1 

houdt. Dit kan niet. Er is hier sprake yan een onbepaald aantal 
stoffelijke punten; de afstanden x zijn dus, vooral als men den oor- 
sprong op een behoorlijken afstand denkt, eindig; en wanneer dus 
de verandering van x^ moet verwaarloosd worden, kan de verande- 
ring van x zeker niet in aanmerking komen. Wij komen dus tot de 
idtkomst dat 4^2j»i?* = 0, hetgeen volkomen met de voorstelling 
van eene oneindig kleine beweging overeenkomt. 



d'^ 



Ten einde deze willekeurige verwaarloozing van 



dt^ 



te verklaren, 



wordt dit geval bij de schommeling van deeltjes vergeleken, waar- 
van men het gemiddelde neemt; men komt dan tot de volgende 
vergelijking 



H 



Xxdt = - 

T 



'm 

dt 



[ dt 



T is de slingertijd; na eene slingering is het deellge weder op zijne 
plaats; dus 



Kt 

[ dt 



d--l 
2 

dt ) 



maar men vergeet daarbij, dat ƒlXxdt=zO; want de slingerende 
beweging wordt voortgebracht door de kracht X, Daar die slin- 
gering zoogenaamd onmerkbaar is, wat hier steeds als overeenko- 
mende met oneindig klein wordt beschouwd, zoo is de kracht X 
ook oneindig klein; voor x kunnen wy eene middelbare Xq stellen 
plus eene oneindig kleine verplaatsing dx. Wij krijgen dus 

flXxdt=fl{Xxo + Xdx)dt. 

Xdx is dus eene oneindig kleine van de tweede orde; deze ver- 
dwijnt dus bij lederen term der integratie tegen Xx^i wij houden 

dus oyev J\Xx^dt Bij eene zuivere periodieke beweging moet X, die 
de resultante is van alle krachten, die op het deeltje werken, juist even- 
veel positief als negatief zijn; dus is het duidel^'k, dat ƒ J Xx^ dtzziO; 
dus, dat wij bij de schommeling ook tot de uitkomst koinen, dat 
2|»»t?*=0 is. 



Dit zij voldoende om aan te toonen, dat men geen recht heeft, 
de vergelijking (1) als die van de stationaire beweging te beschouwen. 

Ik druk hier vooral op dat stationair, omdat vooral . Clausius 
in zijne verhandeling over dit theorema *) deze uitdrukking wil 
vergelijken met het gewone produkt van kracht en weg, en dus 
Xx + F^-^-Zzwïï beschouwen als de integraal van Xdx + Tdy + Zdz. 
Dit kan niet, tenzij X, F, Z standvastig zijn; en dan bekomen de 
deeltjes geene stationaire beweging, maar eene eenparig versnelde 
beweging. 

3. Deze foutieve vergelijking (1) moet nu nog in overeenstemming 
gebracht worden met den vorm, waarin men gewoonlijk de levende 
kracht van eene hoeveelheid gas geeft, namelijk 

2 l »^^?* izzfiSTx volume (2) 

Ten einde daartoe te geraken wordt (1) in § 7, herleid tot 

Zimv^—lï:fp-\RrCo8{R.r), (3) 

waarin ƒ de onderlinge aantrekkingskracht is tusschen twee deeltjes, 
en p de afstand van de beide deeltjes; terwijl R eene uitwendige 
kracht is, r de afstand van een deeltje tot den oorsprong, en (22, r) 
de hoek tusschen B en r. 

Op den laatsten term van (3) wordt nu het theorema van Green 
toegepast, en wel de stelling uitgedrukt door 



s^'^''=J'é''- 



Een hoofd vereischte van het theorema van Green is, dat de func- 
tie F doorloopend verloopt. F is hier in dit geval Nr^, als N de 
normale druk is op de te beschouwen ruimte. Of nu werkelijk in 
deze geheele ruimte die druk onafhankelijk is, is zeer de vraag; 
want wordt die druk nu ook in de tusschenruimte tusschen de mo- 
leculen uitgeoefend? Mijns inziens kan de integraal 

fA^Nr^dk=:Nfdk, 

alleen maar betrekking hebben op de ruimte van de stof zelve; dit is 
vooral duidelijk, als men nagaat, dat de druk zelve het gevolg is van 
eene botsing; onze wiskundige teekening heeft namenlijk ten doel 
den toestand op een oogenblik weer te geven; de druk ontstaat door 
de botsingen, die er op dat tijdstip plaats hebben; wij hebben dus 
alleen maar het recht de botsingen, hier de iV, te sommeeren over 
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de lichaampjes, waar zij dan plaats hebben; het sommeeren over de 
geheele ruimte, waarin de deeltjes zich bewegen, heeft niet de min- 
ste reden. Zoo zouden wij dus hebben, als wij zoo lang de inwen- 
dige krachten Terwaarloozen , 

Z{mv^=i^fNrCo8{N,r)d8 = lN f^^ ds = 

= ^Nf^^r^dk=iNv, . . (4) 

waarin v het volume van de werkelijke stof aangeeft; zoodat deze 
uitkomst in 't geheel niet overeenkomt met de formule (2) , waarin 
V het volumen van het vat is, en die uit de beschouwing der bot- 
sende deeltjes zelve is afgeleid. 

4. Uit het vorige blijkt dus, dat deze nieuwe afleiding van de 
formule (2) geen recht van bestaan heeft. 

Wij zyn dus vooreerst niet verder dan de uitkomst, die Clausiüs 
reeds voor lang heeft gegeven. De formule, die deze uitkomst uit- 
drukt, blijkt echter niet met de waarneming overeen te stemmen; 
men moet trachten, die meerdere overeenstemming te vinden; en dat 
kan niet anders dan door onze voorstelling op goede gronden zoolang . 
te wijzigen, totdat theorie en werkelijkheid zoo zamenstemmen, dat 
de eerste het beeld van de tweede blijkt te zijn. 

De wijze, waarop in de bedoelde verhandeling die overeenkomst 
gezocht wordt, is mijns inziens niet de goede. 

Eerst komen wij tot eene nadere analyse van den druk N, Zie 
i 9 — 11 en Hoofdstuk III. Bij de afleiding van de vergelijking (4)- 
hebben wij alleen over den uitwendigen druk gesproken, dat is den 
druk ten gevolge van invloeden, onafhankelijk van de stof; hierbij 
voegt zich nu, dus voor den term S/p, nog een druk ten gevolge van 
de onderlinge aantrekking der deeltjes. De uitdrukking voor de 
levende kracht wordt dus 

als Nj de spanning is , die ten gevolge van die moleculaire werking 
ontstaat. Hoe verkeerd men zich die moleculaire werking voorstelt, 
heb ik reeds vroeger aangetoond in mijne beschouwingen ') over de 
capillariteits-theorie. Daaruit blijkt, dat de begrippen omtrent de 
moleculaire werking dringend verbetering eischen; en die kan mijns 
inziens alleen worden aangebracht, door onze voorstelling van de 
stof duidelijker te maken. 
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De wijziging, die men wil invoeren tengevolge van de aantrekking 
der atomen onderling (zie Hoofdstuk Y), is, daar die moleculaire 
druk denkbeeldig is, ook geheel zonder waarde. 

Eene poging om onze voorstelling van de stof te verbeteren, is 
voorzeker de behandeling van de vraag, in hoeverre de a&aetingen 
van de moleculen formule (2) wijzigen (zie Hoofdstuk VI). Voor 
ik echter dat gedeelte wil nagaan, moet ik eerst terugkeeren tot Hoofd- 
stuk IV, waarin de hoeveelheid arbeidsvermogen van plaats behandeld 
wordt, daar dit zoo nauw samenhangt met de moleculaire werking. 

5. In de tegenwoordige opvatting van het arbeidsvermogen van 
plaats is voor mij veel onbegrijpelijks. De oorzaak van dat onbe- 
grijpelijke is, geloof ik, daarin gelegen, dat men het arbeidsvermo« 
gen van plaats, volgens Hamilton, eene scalarfdnctie noemt, er dus 
geene richting aan toe kent. Stellen wij ons een deeltje in 't midden 
van een vloeistofbolletje voor, dan heeft dit deeltje evenveel neiging 
om zich in de eene of andere richting te bewegen. Moet men nu al 
die neigingen, die men het arbeidsvermogen van plaats noemt, bij 
elkaar nemen, en dat als het arbeidsvermogen van plaats van dat 
deeltje beschouwen? Immers neen; want de eene neiging vernietigt 
de andere; als ik bij alle andere gevallen de uitkomst gelijk nul 
zoude stellen, waarom zoude ik het hier dan niet doen? Twee ge- 
lijke tegengestelde krachten zijn nul; hier, waar de neigingen om 
arbeid te verrichten, zoowel in de eene als in de tegengestelde rich- 
ting, volmaakt gelijk nul zijn, waar de eene neiging, zoo zij tot ar- 
beidsvermogen van beweging overging, volmaakt het werk van de 
andere kan vernietigen, zoude ik moeten optellen; ik zie er geen 
reden voor, wel bijj analogie voor het tegendeel. 

Het zal misschien bevreemding verwekken, dat ik hier als 't ware 
het beginsel van het behoud van arbeidsvermogen geheel buiten reke- 
ning laat. In 't slot van het tweede gedeelte hoop ik duidel^*k te 
maken, hoe ik dit beginsel wensch te beschouwen. 

Men ontgaat dus, mijns inziens, het gevaar om het arbeidsvermo- 
gen van plaats te groot te schatten door er de richting bij in aan- 
merking te nemen. Ik heb toch van dat arbeidsvermogen geen 
begrip, wanneer ik niet weet, in welke richting het zijn arbeid zal 
uitrichten. Zoo is er dus wel arbeidsvermogen van plaats bijj de 
deeltjes, die binnen den afstand van den attractie-straal van den om- 
trek der vloeistof zijn gelegen. Zij trachten meer naar binnen te 
dringen. Hoever de druk te merken is, die door dat streven ont- 
staat, heb ik in de theorie der capüariteit ontwikkeld. 
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Bij dat opheffen van arbeidsvennogen van plaats door arbeidsver- 
mogen van plaats in tegengestelde richting, moet men echter nagaan, 
of men met arbeidsvermogen van plaats te doen heeft, dan wel met 
een lijdelijken tegenstand. De ondersteuning van een gewicht geeft 
daaraan geen arbeidsvermogen van plaats; al houdt de zwaartekracht 
op, het lichaam zal zich toch niet in tegengestelde richting bewegen. 

Het totale arbeidsvermogen van plaats, dat van dee Waals dus 
verkrijgt, is te groot. Ik zal trachten aan te geven, hoe men de juiste 
hoeveelheid kan bepalen. 

Denken wij ons een bol vloeistof ; dezen kunnen wij in twee deelen 
yerdeelen, de schil met de dikte van den attractiestraal en het inwendige. 
De deeltjes van het inwendige, die naar alle kanten gelijkelijk ge- 
trokken worden, hebben geen arbeidsvermogen van plaats; de laagjes 
van de schil hebben van binnen naar buiten steeds grooter arbeids- 
vermogen van plaats. 

Zij fig. 1 de voorstelling van een rij deeltjes, loodrecht op het op- 
pervlak der vloeistof; (1) ligt aan de oppervlakte. De aantrekking 
van (1) op (4) is nog merkbaar; (4) is dus het eerste deeltje, dat 
aan alle kanten gelijk getrokken wordt; dat heeft reeds geen arbeids- 
vermogen van plaats meer. Noemen wij de afstanden der middelpun- 
ten van de deeltjes «, stellen wij de aantrekking =0 (z), en zij 
verder de massa van laag (1) M^, van laag (2) M^ enz.; dan is 
de geheele hoeveelheid arbeidsvermogen van plaats Mlƒl''<p{^)d^'\^ 
+ M^fl'0{z)dz + M^fl0(z)dz. Hierbij nemen wij das ook 
tevens aan, dat de aantrekkingsfunctie overal dezelfde is, dat big den 
bol wel waarschijnlijk is. 

Wil men het arbeidsvermogen van plaats bij de capillaire toe- 
standen bepalen, dan is het vraagstuk veel zamengestelder, daar men 
dan in den regel met de aantrekking van de vaste stoffen heeft te 
maken. Hierin wil ik mij echter niet verder verdiepen, en alleei^ 
nog even over het, arbeidsvermogen van plaats bij gassen iets in 
*t midden brengen. 

6. Bq gassen en dampen past men dezelfde beschouwingen om- 
trent het arbeidsvermogen van plaats toe, als bij de vloeistoffen. Bij 
het inwendige gedeelte kan men evenals bij de vloeistoffen aantoo- 
nen, dat arbeidsvermogen van plaats nul is. Bij de deeltjes, die op 
den afstand gelijk aan den activiteitsstraal van de oppervlakte zijn 
gelegen, is het arbeidsvermogen van plaats een maximum. 

Het schijnt mij echter niet de moeite waard bij het arbeids- 
vermogen van plaats van eene hoeveelheid gas in de ruimte stil te 



staan, want in dien toestand zullen die deeltjes toch wegrliegen, 
en hebben zij niets meer met elkaar te maken; ik heb dan erenveel 
reden om het arbeidsrermogen van plaats van die deeltjes te bepalen 
ten opzichte ran een hoeveelheid gas aan de andere zijde van bet 
heelal. 

In de praktische gevallen evenwel zijn gassen steeds omgeven door 
andere stoffen. Wanneer ik dus nu het arbeidersvermogen van plaats 
wil nagaan, moet ook in aanmerking worden genomen, dat die 
deeltjes door het omgevende lichaam worden aangetrokken. Als men 
bedenkt, hoeveel neiging dampen vertoonen om aan de wanden te 
blijven hangen , is het niet onwaarschijnlijk, dat dat arbeidsvermogen 
van plaats naar den wand toe z&L zijn. 

Even verkeerd als het dus is , de capillaire verschijnselen bij vloei- 
stoffen alleen toe te willen schrijven aan de aantrekking der deeltjes 
onderling, even verkeerd is dit ook bij dampen en gassen. Wil 
men die verschijnselen wiskundig uitdrukken, dan zal men die van 
den wand nader moeten onderzoeken. 

7. In het slot van § 4 heb ik opgemerkt, dat men Hoofdstuk YI 
moet beschouwen als eene poging om nader in het wezen van de stof 
in te dringen. Bie poging is echter niet gelukkig geslaagd ; hetgeen 
ook wel vooruit is te denken , als men opmerkt, dat alleen op de uit- 
gebreidheid der moleculen wordt gelet. 

Voorzeker is er verband tnsschen de grootte van het molecuul en 
het aantal botsingen, dat plaats heefb ; men heeft echter niet het recht, 
zonder bewijs dat aantal botsingen omgekeerd evenredig met den weg 
te stellen, die gemiddeld wordt afgelegd; men kan dien invloed niet 
bepalen, voor men de botsing zelve beter nagaat; en die botsing kan 
men niet beter nagaan, voor men de voorstelling van de stof duide- 
lijker uitwerkt. 

Stellen wij ons eene kubieke ruimte gevuld met gas voor. Een 
deeltje is slechts in beweging, loodrecht van den eenen wand naar den 
anderen. De overige deeltjes zijn gelijkmatig verspreid, zoodat er in 
de lengte, breedte en hoogte even veel zijn. Het bewegende deeltje 
kan het nu treffen, dat het van den eenen wand naar den anderen gaat 
zonder deeltjes te ontmoeten. Laat ons dat geval eerst eens stellen. 

Daar botst het tegen den wand; de weg is nu wel den straal 
van het bolletje kleiner, maar keert het bolletje onmiddellijk terug? 
Dit hangt natuurlijk geheel af van den aard der twee botsende stoffen. 
Zijn zij volkomen veerkrachtig, dan keert het deeltje met dezelfde 
snelheid terug; ten minste als wij aannemen, dat de wand vast staat. 
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Er is editer roor eene veerkrachtige botsing tijd noodig ; en voor 
het samendrukken, en voor het hernemen van den oorspronkelijken 
vorm. Is die tijd grooter of kleiner dan de tijd, dien het middel- 
punt van het molecuul noodig zoude hebben, om tweemaal de lengte 
van den straal te doorloopen ? Daaromtrent hebben wij nog volstrekt geen 
gegevens; het is duidelijk, dat men daaromtrent zekerheid moet heb- 
ben, voor men hieruit eene verbetering van de wet van Mariotte kan 
zamensteUen. Is de tigdvan de botsing bijv. gelijk aan den tijd, die 
voor het middelpunt noodig is om den weg af te leggen, dan 
vervalt de geheele verbetering, die van der Waals heefk aange- 
bracht. 

De invloed van den aard der botsing is van nog grooter invloed, 
als wij een deelde nagaan, dat ook weder loodrecht van den eenen 
wand naar den anderen gaat, nu echter in de richting van eene rij 
deeltjes* Daar bonst het tegen het eerste; zijn zij nu volmaakt veer- 
krach% en beide gelijk, dan blijft het staan, en het eerste gaat 
met die zelfde snelheid door en geeft de beweging aan n^. 2 enz.; 
nemen wij nu hier ook aan, dat de tijd voor de botsing gelijk is aan 
den tijd voor de beweging van het middelpunt; dan is het gemakke- 
lijk na te gaan, dat zij in deze richting evenveel botsen als bij 
het vorige. De gemiddelde weg hangt dan alleen van de afmetingen 
van het vat af. 

Hoe geheel anders wordt het echter, wanneer men de stof geheel 
onveerkrachtig aanneemt. 

Ik acht het echter overbodig, dit hier nog nader te ontwikkelen. 
Het voorgaande toont genoeg aan, hoe men bij het opstellen van 
eene theorie, het een niet van het ander kan scheiden, en alleen de 
uitgebreidheid nagaan, terwijl men omtrent de naam van de stof 
geene keuze doet, en er slechts op wijst, dat het wel mogelijk is vol- 
gens Maxwell dat zij veerkrachtig is, zonder zich nog van die 
veerkrachtigheid nadere rekenschap te geven (zie pag. 43 en 44). 

8. Voor ik echter van deze beschouwingen afstap, wil ik eerst nog 
op een foutieve gevolgtrekking wijzen van de voorgaande theorie. 

Door de aanvulling, die Thomson aan de isothermische lijn 
(zie H. YIII^ KrUisöhe temperatuur) geeft, komt men tot de uit- 
komst, dat eene hoeveelheid stof bij een zelfden druk en tem- 
peratuur drie verschiDende volumina kan hebben. Hoewel ik er mij 
geene goede voorstelling van kan maken, hoe het mogelijk is, 
zoo wil ik dit nog daarlaten; misschien vindt men vroeger of 
later die toestanden werkelijk. Be voorbeelden echter, die yan dee 
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Waals geeffc, voldoen niet aan de voorwaarden van dezelfde stof 
te zijn. 

De proeven van Donny zouden ons een voorbeeld moeten geven 
van vloeistoffen, die, onder een geringeren druk dan de maximuin- 
spanning, nog vloeistoffen zijn. Men vergeet echter, dat dit luchtvrije 
vloeistof is, dus niet de vloeistof, waarmede men de bedoelde ma- 
ximumspanning bepaalt. Men verwart dus de isothermische lijn van 
de luchtvrije met die van de niet luchtvrije vloeistof, en neemt van 
beide een stuk. Dat is niet de zuivere weg. Als men van lucht- 
vrije vloeistof beide toestanden waarneemt, is de zaak bewezen. 

Evenzoo mag men de vloeistoffen met bolle en holle oppervlak- 
ken niet met elkaar vergelijken. Men moet zoowel de eene als 
de andere afzonderlijk nagaan, en dan zien, of men de golving, die 
Thomson aanneemt, werkelijk te voorschijn kan brengen. 

II. 

9. Zooals ik reeds gezegd heb, vond ik vooral . in de verhande- 
ling van Dr. Isenkbahe over das Rathsel von der Schtoerkraft ^ aanlei- 
ding tot bekendmaking van mijne denkbeelden. Ik heb tegen die theorie 
gegronde bezwaren: en ik meen, die bezwaren niet beter te kunnen 
mededeelen, dan door mijne verklaring er tegenover te stellen. Ik 
verzoek echter mijne voorstelling nog slechts als eene schets te be- 
schouwen; langzamerhand hoop ik, door vergelijking van theorie en 
praktijk, die schets in juiste maat t« kunnen afwerken. 

Hoe moeten wij ons de stof voorstellen? 

Denken wij ons een kubus meel; dan kunnen wij, door eenige 
eigenschappen van die meelmassa weg te denken, tot de eenvoudig- 
ste voorstelling komen. Ten eerste laten wij de zwaartekracht bui- 
ten rekening, en bij gevolg ook de onderlinge aantrekkingskracht der 
deeltjes; vervolgens denken wij ons geene poriën, maar de ruimte van 
den kubus geheel gevuld. De dichtheid kan dus niet meer toenemen. 
Door het wegnemen der aantrekkingskracht kunnen wij den kubus in 
alle mogelijke richtingen verdeelen. Zij blijven echter, wanneer er 
geen invloed van buiten komt, hun ruimte innemen; eenmaal in be- 
weging blijven zij in beweging, totdat ook weder een invloed van bui- 
ten die beweging kan doen ophouden. Die invloed van buiten kan 
alleen bestaan in eene andere hoeveelheid stof, die, in beweging zijnde, 
dezelfde ruimte tracht binnen te dringen; dat niet kan, tenzij de eerste 
«tof moet verwijderd worden. Door daar tegen aanvliegende stofdee- 
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len kunnen wij ons dus denken, dat een deel van onzen kubus wordt 
medegenomen, en dat de kubus in steeds kleinere deelen verdeeld 
wordt, tot in 't oneindige; ieder deeltje behoudt echter eenige 
afmeting. 

Wanneer wy spreken van beweging van zulk een stof kubus , dan den- 
ken wij ons alle samenstellende deeltjes met gelijke snelheid te samen 
voortgaande. 

10. Terwijl Dr. Isenkeahé ook de stof als niet-elastisch voorstelt , 
neemt hij ze tevens aan als samengedrongen in onveranderlijke ko- 
geltjes, die niet van vorm of massa kunnen veranderen. Bij deze 
voorstelling komt ons dadelijk de vraag voor, die ik niet tegen- 
staande het verbod hier toch zal doen. Hoe worden de deelen van 
dat bolvormige lichaampje bij elkaar gehouden? Men moet toch 
vooral in 't oog houden , dat het doel is , de onderlinge aantrekking 
te verklaren. 

Neem ik nu tusschen die deelen van 't bolletje eene aantrekking 
aan, dan is het duidelijk , zijn wij nog niet tot de juiste verklaring , 
en zijn wij zelfs, geen stap verder. 

Neem ik geene aantrekking aan, — zooals ik meen, dat Br. Isengrahé 
het zich voorstelt, — dan sta ik voor een nieuw en moeilijk punt; want 
tot nog toe leerde mij de beschouwing der natuur, dat altijd daar, 
waar ik vastheid in de stof opmerkte, ik met aantrekking had te 
doen, en dat die vastheid samenhing met die aantrekking. Nu moet 
ik mij op eens stof voorstellen, die hard, onveranderlijk hard is, 
zonder die aantrekking. Bij al mijne voorstellingen van de onzicht- 
bare deeltjes, moet ik bij analogie redeneeren, en dan verklaar ik, dat 
het mij onmogelijk is zulk een stofdeeltje voor te stellen. Wel kan ik 
mij stof denken zonder aantrekking; ik merk echter op, dat hoe ge- 
ringer bij de waarneembare stof de aantrekking is , hoe meer ik die 
stof kan verdeelen met de mij ten dienste staande middelen. Ik 
besluit, dat zoodra ik mij stof zonder aantrekking denk, die stof ook 
tot in 't oneindige door de minste drukking kan verdeeld worden. 

Eene zoodanige voorstelling heb ik ook hier voorgesteld ; ik hoop 
aan te toonen, hoe men alleen door rechtlijnige beweging met deze 
stof veel verschijnselen kan verklaren. 

11. Hoe botsen de stofdeelen? 

Stellen wij ons twee gelijke kubi van die grondstof voor, in be- 
weging met gelijke snelheid naar elkaar toe. De eene beweegt zich 
in het zelfde prisma als de andere; als zij dus tegen elkaar komen, 
bedekken de grondvlakken elkaar. Uit de ervaring , die ik van bot- 
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sende lichamen beb, kan ik nu wel besluiten, dat in dit geval de 
twee hoeveelheden stof zich tot een stilstaand prisma zullen vonnen, 
dat hetzelfde grondvlak heeft als de twee vorige , en eene hoogte ge- 
lijk aan de twee te zamen. Die stilstand heefb onmiddellijk plaats, 
als de twee grensvlakken in aanraking komen; want de opeenvol- 
gende deeltjes kunnen niet nader aansluiten , daar wij de kubi geheel 
gevuld hebben gedacht; zoodra als dus de voorste verhinderd wordt, 
deelt zich die verhindering onmiddellijk aan de volgende mede. 

Het uit elkander stuiven der kubi kan ook niet plaats hebben, 
daar ieder zuiltje van den eenen , ieder zuUtje van den anderen tegen- 
houdt; er is dus geene oorzaak aanwezig, waardoor eene zijdelingsche 
beweging zoude kunnen ontstaan. Be elasticiteit is aan deze massa 
zonder aantrekkingskracht geheel vreemd. De uitkomsten van deze 
botsing zullen met betrekking tot de kubi zelve onveranderd blijven, 
als wij onderstellen, dat zij beide in eene zelfde richting nog eene 
zelfde snelheid hebben. Zij zullen dan tegen elkaar gedrukt met die 
snelheid in die richting verder vliegen. 

12. Denken w^' ons nu het geval, dat de eene kubus stil staat, 
en de andere weder in het zelfde prisma met eene snelheid v er op 
aanvliegt. Het is echter 't zelfde, of wij onderstellen, dat de eerste 
twee gelijke en tegengestelde snelheden heeft van ^v in de richting 
van de beweging van den tweeden; terwijl wy de snelheid van den 
tweeden kunnen beschouwen als te bestaan uit twee snelheden van ^ v 
in dezelfde richting. De twee massa's hebben dus te samen in de 
richtingvan den tweeden eene snelheid |t?, en tegengesteld aan elkaar 
eene snelheid \v; deze laatste wordt bij de botsing vernietigd; zij 
houden dus de gezamenlijke snelheid ^v over. 

Eenvoudig laat zich het geval, dat de eerste eene snelheid o' of 
—o' heeft, al naarmate hij zich in dezelfde of tegengestelde richting 
beweegt, tot het vorige terugbrengen. Het is hetzelfde, als de eer- 
ste eene snelheid v' heeft, en de tweede eene snelheid v^v' in de 
eene en v* in de andere richting. De twee kubi hebben dus eene geza- 
menlijke snelheid v\ en in hun gemeenschappelijk prisma beweegt zich 
de tweede met eene snelheid v—v' naar den anderen, die door de 

botsing in eene gezamenlijke snelheid -—^ '\- v' =i —— overgaat. 

«— o' 
Ingeval de snelheid negatief, =— t?', is die gezamenlyke snelheid — — , 

13. Nemen wij nu een prisma, samengesteld uit twee kubi zonder 
snelheid, en gaan w^' na, wat er geschiedt, als daar een enkele kubus, 
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zich bewegende met eene snelheid v in het verlengde van het prisma, 
tegen aanbonst. Noemen wij de stofmassa van znlk een kubus m^ dan 
heefb dos het prisma eene massa 2m, De massa 2m kunnen wij nu 
weder voorstellen met twee gelijke en tegengestelde snelheden 3 o en 
de massa m met twee snelheden in dezelfde richting van \v en \f)\ 
dan beweegt zich alles met de snelheid van ^ o in eene richting, en 
botsen de %m met een snelheid van \ v tegen m met de snelheid 
van I V, Op het oogenblik van de botsing, komt het op 't zelfde 
neer of wij de massa 2m beschouwen als te bestaan uit twee kubi, 
waarvan de buitenste eene snelheid Iv en de naar m gekeerde stil- 
staat, en die nu ook op dat oogenblik tegen elkaar aanbotsen; want 
dan zouden zij op het botsingsoogenblik eene gezamenlijke snelheid 
I V hebben gekregen. Zoo voorgesteld komt deze botsing op 't zelfde 
neder, of tegen een stilstaanden kubus van tegenovergestelde kanten 
twee gel^ke kubi met gelijke snelheid aanbonsen, wier beweging dus 
tegelijk vernietigd wordt. Alleen de gezamenlijke snelheid ^r bl^ft 
over. Het laat zich nu op dezelfde wijze bepalen, wat het gevolg zal 
z^nvan eene botsing van eene massa nm (1) tegen eene massa n'm (2), 
als de laatste stilstaat en de eerste eene snelheid v heeft. Want het is 

n n' 

of (1) de snelheden — - — , v en — -— , v in dezelfde richting en (2) 

V en , V in tegengestelde richting heeft. 



De twee massa's hebben dus dezelfde snelheid — ■ — -v^ zij botsen 

met de snelheden — ; — 7 v en — ; — > v tegen elkander. De n massa- 

deel^'es kannen w\j voorstellen die snelheid te verkrijgen op 't oogen- 
blik der botsing door de botsing van het uiterste deeltje met eene 

snelheid van . , », en de nf massa deeltjes door de botsing ook 

van het uiterste evenzoo met een snelheid van — - — rV; die gelijke 
tegengestelde botsingen vernietigen elkaar, en wij behouden de geza- 
menlijke snelheid — : — ,v. 

Het is nu verder eenvoudig, om van dit geval tot het meest alge- 
meene te komen, dat twee willekeurige massa's met willekeurige 
snelheden tegen elkaar komen. Men verkrijgt dan de bekende for- 
mule van de resulterende snelheid 
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Hierbij stelt n het aantal massa-eenheden voor, als wij namelijk 
zulk een kubus zoolang als eenheid aannemen. 

Het voorgaande is echter alleen maar van toepassing, wanneer de 
grondvlakken der botsende massa's elkaar volkomen bedekken, en 
zij zich langs dezelfde ribben "bewegen; en de botsende lichamen 
prisma's zijn, niet afgeknot. 

Wanneer echter aan deze voorwaarden niet meer voldaan wordt, 
krijgt men geheel andere verschijnselen. Nemen wij vooreerst aan, 
dat wij twee massa's evenwijdig laten bewegen , maar dat het grondvlak 
van het eene bij het botsen geheel binnen dat van het andere ligt, dan 
zal van het grootste een prismaatje met een grondvlak gelijk aan dat 
van het andere, tegen het andere botsen en daardoor vermeerderen 
of verminderen in snelheid , terwijl het overige gedeelte met dezelfde 
snelheid als te voren blijft doorgaan; door deze botsing ontstaan dus 
twee nieuwe lichamen, een lang prismatieven en een doorboord. 

Zgn de lichamen afgeknotte prisma's of hebben zij nog onregel- 
matiger gedaante, dan kunnen door de botsing eene groote menigte 
lichaampjes ontstaan, die zich alle met verschillende snelheden even- 
wijdig aan elkaar bewegen. 

14. Het geval wordt eenigzins anders, als wij de botsing van 
lichamen nagaan, die zich niet in evenwijdige richtingen bewegen. 

Hierbij moeten wij eerst opmerken, dat, evenals wij de beweging 
in eene richting in bewegingen van dezelfde richting hebben ontbon- 
den, wg dit ook in verschillende richting kunnen doen; en evenzoo 
snelheden van eene zelfde massa kunnen samenstellen. 

Het recht tot dat samenstdlen en ontbinden ontleenen wij weder 
uit de waarneming. Wij zien, dat, als een lichaam zich volgens de 
hypotenusa met eene snelheid 5 beweegt, het is, alsof het zich in de 
richting van de eene rechthoekzijde met eene snelheid 3, en volgens 
de andere met eene snelheid 4 beweegt. 

Zijn nu P en Q (fig. 2) twee gelijke kubi, die in twee richtingen 
loodrecht op elkaar voortvliegen , zoodat hunne middelpunten tegelijk 
in O zouden zijn. Q heeft een snelheid t? en P eene snelheid 9 V 3« 
Wq kunnen ons nu voorstellen, dat Q in de richting OT twee 
tegengesnelde snelheden o V^ heeft; dan hebben beide massa's in de 
richting van T naar O eene snelheid c V^; dus het is alsof de lijn, 
die hunne middelpunten verbindt, zich met die snelheid voortspoedt» 
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en Q langs die l^n met. «me snelheid ^v*+Bv* r=i%v naar het 
stilstaande P bewe^, en daarmede een dubbelen kubns vormt, die 
met de snelheid v in de richting jiB yliegt; waarbij zich dan de 
snelheid ©V^ in de richting YO voegt; de totale snelheid en de 
richting is dus gemakkelijk te bepalen. Het punt, waar de botsing 
plaats heeft, is ook nauwkeurig aan te geven. 

Bij dit geval heb ik ook tevens aangenomen , dat de vlakken der 
kubi loodrecht en evenwijdig aan de richting jiB zijn. 

Wanneer men bij andere standen van den kubus of eenig ander 
lichaam na wil gaan, wat er uit de botsing kan ontstaan, moet men 
altijd eerst de botsing terugbrengen iot die van eene bewegende 
rechte lijn ; en dan zien, welke deelen van het eene lichaam zich be- 
vinden in dezelfde lijn, evenwijdig aan de bewegende lijn; die deelen 
zullen ieder voor zich eene botsing volbrengen, en kunnen ieder een 
lichaampje doen ontstaan, ieder met eene verschillende snelheid in 
de richting van de bewegende lijn; waarbij zich dan bij alle de- 
zelfde snelheid voegt van de bewegende lijn. 

Twee deeltjes zoo vereenigd kunnen weder tegen een derde aan- 
bonsen enz. Oogenschijnlijk zoude het botsen van drie en meer 
deeltjes, uit verschillende richtingen tegelijk, tot moeilijkheden aan- 
leiding geven. Bedenkt men echter, dat die samengestelde botsing 
toch altijd is samengesteld uit de botsing van twee aan twee onder- 
ling en onafhankelijk van de andere, dan kan men ze eerst twee 
aan twee samenstellen, en deze weder bijeenvoegen, enz, 

15. Het voorgaande (11 — 14) kan ons een denkbeeld geven, hoe 
men , wanneer op een oogenblik eene hoeveelheid deeltjes in plaats 
en beweging en vorm gegeven zijn, zoude kunnen bepalen, hoe die 
deeltjes zich na eenigen tijd veranderd zouden hebben. Sommige 
zullen tot stilstand komen, sommige worden verdeeld, andere ver- 
eenigen zich. 

Stellen wij ons nu voor, dat de ruimte in alle richtingen door 
stroomen van dergelijke stofdeeltjes doorkruisd wordt, dan kan men. 
daar ook tevens de voorstelling aan vast maken, dat op sommige 
plaatsen tijdelijke opeenhooping ontstaat, op andere meerdere leegte. 
Allerlei lichamen kunnen daarbij ontstaan zijjn, en ik vestig vooral 
de aandacht op de groote waarschijnlijkheid , dat daar, waar zich door 
het toeval de stof meer heeft opgehoopt, ook veel kans is, dat die 
ophooping blijft en vermeerdert; hetgeen echter niet wegneemt, dat 
ook weder de omstandigheden die opeenhooping uiteen kunnen doen 
stuiven» ' 
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Het komt er nu op aan uit de chaos van mogelijkheden, die er 
voor ons opdoemen, eene geschikte keus te doen voor de opeenhoo- 
ping, waarin wij nu rondwandelen, en waarvan ook wij een deel uit- 
maken. Wanneer ik in 't volgende eene keuze doe, zal ik daar voor- 
loopig geen reden van aangeven, waarom ik dien vorm juist kies. Ik 
doe die keus dan alleen, om mijne schets verder te kunnen ontwer- 
pen , en hoop alleen later daarvoor voldoende gronden te kunnen aan- 
voeren, of door overtuigende bewijzen tot eene andere keuze over te 
gaan. 

16. Voor ik echter verder ga, wil ik eerst nagaan, hoe Dr. Isen- 
KBAHE zich die botsing voorstelt , en welk bezwaar ik daartegen heb. 

Daar hij de boven vermelde vastheid en ondeelbaarheid van de 
stof aanneemt, kan hij den weg, dien ik heb aangegeven, niet volgen. 
Hij stelt daarom de bekende eigenschap van het gemeenschappe- 
lijk zwaartepunt van twee massa's m en m* voorop, 

wa?-l-»ï'a?' = (w-f »i')Z, (1) 

als o; en o;' de plaatsen zijn van de afisonderlijke zwaartepunten, en 
X van het gemeenschappelijk zwaartepunt. 

Ten eerste zij hier opgemerkt, dat men, om die eigenschap van 
evenwijdige krachten te bewijzen, terugkomt tot het samenstellen 
van krachten, en daarbij ook het mededeelen van krachten door bot- 
sing moet verklaren. Het is duidelijk, dat men op deze wijze in 
een cirkel redeneert. 

Maar dat nog daargelaten; laten wij aannemen, dat er een zeker 
punt is, waarvan (1) de plaats aangeeft, wat heeft nu echter 
(1) met de botsing te maken. Ik kan eene oneindige rij van an- 
dere denkbeeldige punten aanwijzen, die ook in een vaste verhou- 
ding staan tot de zwaartepunten van die twee massa's, bijv. het 
punt, dat voldoet aan de voorwaarde 

mx^mlx' =: (j».|-«»')2 JP. 

Deze gedifferentieerd geeft 

Dat punt beweegt zich dus met de halve snelheid van het zwaarte- 
punt. Welke reden is er nu, dat ik de eene snelheid boven de an- 
dere verkies voor de gemeenschappelijke snelheid der twee massa's. 
IJit de botsing alleen zoude men die Teden kunnen afleiden; men 
zal er echter in Dr. Isenkrahé's verhandeling te vergeefs naar zoe- 
ken; Zijne afleiding is dus onvoldoende. 
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Bij s^jne verdere besprekingen van de botsing der lichamen komt 
het er ook, tengevolge van die bekende hardheid, niet op aan, welken 
vorm de botsende lichamen hebben: hoe de beweging, die bij het 
botsen van een klein tegen een groot lichaam slechts aan een deel 
van het groote wordt medegedeeld, zich voortplant, blijft ons echter 
een raadsel. 

In mqne verklaring kan de botsing van een klein tegen een groot 
lichaam niet behandeld worden, voordat wij eerst de aantrekking 
zelve hebben verklaard. 

17. Zijn er verschillende soorten van stof? 

De beschrijving, die ik van m^ne voorstelling van stof heb gege-p 
ven, sluit de mogelijkheid van meer soorten uit ; want andere soorten 
zouden alleen kunnen bestaan door er andere eigenschappen aan toe 
te kennen. Wij willen echter alle mogelijke andere eigenschappen 
verklaren door de beweging van die oerstof ; wij komen dus» soo wij 
ons doel bereiken^ steeds weder op die stof terug. 

Dr. ÏSENKBAHÉ laat zich hierover eigenlijk niet uit; hij neemt 
slechts aan (zie bladz. 143), dat er eene grove (de bekende grondstoffen) 
en eene fijne materie (ether) bestaat, waartusschen een wezenlijk of 
alleen vormelijk verschil is. Niettegenstaande deze onbepaalde bepa- 
ling wordt nu toch verder de betrekking tusschen die twee aange- 
geven. Wanneer men echter, zooals Dr. Isenkeahe toch wil, eene 
verklaring zal geven van de geheele stof beweging, dan behoort men 
toch voor alle dingen, als men van grove en fijne stof spreekt, en 
vervolgens ook nog van moleculen en atomen, duidelijk aan te ge- 
ven, wat men zich met een of ander voorstelt. 

Zooals ik reeds gezegd heb, neem ik slechts eene stof aan; ver- 
scheidenheid kan dus alleen maar in den vorm en in de beweging 
gezocht worden. 

De onderzoekingen in het natuurrijk hebben ons gedrongen tot 
de tegenwoordige atoomtheorie der stof. Het eerst ligt nu zeker 
op mijn weg, aan te toonen, hoe die theorie zich goed aan de gege- 
ven voorstelling kan aansluiten. 

Zoolang de stof den onstandvastigen vorm heeft, zooals ik dat bij de 
kubi heb aangegeven , — die steeds van vorm en massa kunnen veran- 
deren, en daarbij in vergelgking van andere hoeveelheden zeer klein 
zijn, — noem ik die stof de ether of oerstof. Grootere opeenhopingen, 
die standvastig vooral in massa kunnen zijn, noem ik atomen. 

18. Hoe kunnen atomen bestaan? 

Ik heb er in n°. 15 op gewezen, dat wy ons kunnen voorstel- 
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len, dat een zamentreffen van verscheidene botsende deeltjes eene 
opeenhooping kan doen ontstaan. Hoe dit plaats heeft, wil ik zoo- 
lang daarlaten. Het z^* roorloopig genoeg, dat wij ons znlk eene bot- 
singsuitkomst denken, en daar tevens de onderstelling bijvoegen , dat 
eene zoodanige opeenhooping niet alleen ontstaat, maar dat door 
evenwijdige stroomen eene groote menigte van dergelijke grootere 
massa's ontstaan. ledere bekende grondstof onderstel ik te bestaan 
uit dergelijke opeenhoopingen , die zooals reeds gezegd is, atomen 
zullen genoemd worden. 

Omtrent al de grondstoffen wil ik geene onderstelling maken; voor 
niet eene heb ik genoeg gegevens, om maar met eenig recht een 
vorm te kunnen bepalen. Ik zal echter, om de richting, waarin ik 
mijne verklaring nader wil uitwerken, beter te kunnen aangeven, 
voor eene grondstof een vorm zoolang aannemen; en, om de redenee- 
ring te bekorten, voorstellen, dat 't werkelijk zoo is. 

Een deeltje waterstof heeft een bolvorm; in het midden is een 
centraal bolvormig gedeelte, dat geheel met de oerstofis gevuld, ter- 
wijl van daar uit de verschillende laagjes naar den omtrek in dicht- 
heid afnemen. Hetzelfde zouden wij ook verkrijgen, als wij eerst een 
geheel massieven bol nemen, de buitenlagen in alle mogelijke rich- 
tingen doorboren, de meer naar binnen gelegen lagen minder. • 

Op gelijken afstand van het middelpunt zijn de opene en gevulde 
ruimten zeer gelijkmatig verdeeld. 

Daap staat nu ons H atoom te midden van die bewegende zeer 
kleine oerdeeltjes of ether; laten wij aannemen, ten einde onze voor- 
stelling eenigzins te hulp te komen, dat die oerdeeltjes lOOO.Of^O 
maal zoo klein zijn. Daar botst er in centrale richting een ether- 
deeltje a tegen het H atoom aan; a dringt eene opening binnen, maar zal 
spoedig tegen een der lagen aanbotsen, en hiervan een gedeelte met 
gelijk grondvlak in beweging zetten , zoodat zij gezamenlijk hun weg 
naar het middelpunt vervolgen. De snelheid wordt kleiner. Uit eene 
volgende laag voegt zich weder een deeltje aan, hetgeen weder de 
«Qclheid doet afnemen. Zoo kunnen wij ons voorstellen, dat achter- 
eenvolgens al de deeltjes op de geheele middellijn aancengeduwd 
worden, en als een zuiltje uit het H atoom tevoorschijn komt; ech- 
ter met eene snelheid, die wij ongeveer honderdmaal kleiner zullen 
stellen, dan de snelheid, waarmede het deeltje er oorspronkelijk tegen 
aankwam. 

Wanneer er zoo genoeg oerdeeltjes eenigen tijd na elkaar centraal 
door H heendringen, wordt het atoom ontbonden in evenveel zuiltjes; 

2* 
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de latere zouden echter beduidend kleiner zijn geworden, daar de 
poreuschlieid reeds sterk zoude zijn toegenomen. Geheel anders wordt 
het echter, als wij aannemen, dat er van alle richtingen deeltjes, 
b^'na gelijkt^'dig , tegen aankomen; zoodat loodrecht op iedere groote 
cirkeldoorsnede een gelijk aantal deellges, die over de geheele doorsnede 
gelijkmatig verdeeld zijn, tegen H aanvliegt. In den tijd, dat 
een deeltje door H wil heenvliegen, en in zijn beweging vertraagd 
wordt, komt van de andere zijde, diametraal daartegenover, een ander 
aanvliegen en verhindert daardoor, dat er zulk een zuiltje uit H uitge- 
nomen wordt. Het gevolg hiervan zoude zijn, dat het deeltje H 
steeds grooter zoude worden; dit wordt echter voorkomen door de 
deeltjes, die niet centraal aan komen vliegen , die er veel sneller door 
heengaan, en er dus doorheen kunnen zijn voor een deeltje van de 
tegenovergestelde kant de beweging doet ophouden. Zulk een deeltje 
neemt dus de stof, die door de centrale deeltjes wordt aangebracht 
weder weg, en wij kunnen ons het deelije H voorstellen, dat het, 
hoewel steeds veranderende, toch onveranderd daar in de ruimte 
staat. 

Als het geene beweging heeft, zal het, daar het van alle kanten 
gelijkel^k aangevallen wordt, ook stil blijven staan. 

19. Ik heb inN". 17 er reeds op gewezen, dat in de verhandeling 
▼an Dr. Isekkbahe de beschrijving, die h^* ons van moleculen geeft, 
niet duidelijk is. Hij geeft echter op bladz. 150 wel aan, dat men 
b\j eene doorsnede van een molecuul een groep van molecuulatomen 
voor zich ziet, en gaat nu, evenwel zonder dat atoom nader te om- 
schrijven, van die groep na, hoe die zich zal gedragen onder de van 
alle kanten aanvallende etheratomen. Door zulk een etheratoom 
zoude dan eene grootere of kleinere indeuking ontstaan; kwam er geen 
andere, dan zoude het molecuul daar verder misvormd voor ons staan. 
Hiertegen heb ik nu dit bezwaar: hoe komt het dat, evenals ik het 
bier boven heb voorgesteld, dat etheratoom geen zuiltje voor zich 
uitdrijft. Daar kan ik alweder geen begrip van hebben, als ik niet 
eene zekere aantrekkende kracht aanneem; en dan blijkt ook hier we- 
der de onvolmaaktheid van zijne theorie. 

Hoe hig hieruit ook eene verklaring van de elasticiteit krijjgt, is 
mij ook niet duidelijjk; want als ik mij die massa zoo voorstel, 
wordt het molecuul steeds heen en weer gegooid, maar wordt ook 
telkens grooter; want zydelings a%lijden wordt verhinderd, daar het 
deeltje in de gemaakte indeuking blijft liggen. 

20. Z\jn de atomen van eene grondstof gelijjk, en kan het 
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atoom van de eene overgaan in een atoom van eene andere 
grondstof? 

De vertraging , die een deeltje ether in een atoom ondervindt, 
hangt af van de hoeveelheid stof, die het in beweging moet zetten; 
het is das wel te voorzien, dat, zoodra als ik de atinetingen van 
zulk een atoom verander, dit ook de beweging van de omgevende 
deeWjes en van het atoom zelf zal veranderen. Daar wij de eigen- 
schappen van de verschillende stoffen uit de verschillende bewegin- 
gen willen verklaren, zoo is er veel voor om aan atomen van een- 
zelfde stof dezelfde grootte toe te kennen; hetgeen wij dan ook maar 
voorloopig zullen aannemen. 

Even als wij de mogelijkheid hebben gesteld (zie N°. 18), dat atomen 
kunnen ontstaan en uiteen gedreven worden, komt de vraag bij ons 
op, of niet gemakkelijk de eene vorm in de andere kan overgaan. 
Voorzeker is dat mogelijk, wanneer maar de geschikte stroomen op 
het H atoom aanvallen, die hier wat afnemen, daar wat bijvoegen, 
en er eindelijk een O atoom van maken. Men heeft het echter, voor 
zoover mij bekend is , nog nooit zoover kunnen brengen, om een H 
atoom weg te maken, of een H in een O atoom te veranderen. 
Dat neemt niet weg, dat wij later daar wel eens toe zouden kunnen 
komen, dat wij de juiste stroomen vinden, die ons die verandering 
helpen tot stand brengen. Dat die stroomen zeer bijzonder moeten 
zijn, blijkt uit het volgende, daar bij versterking der strooming van 
eene zijde men veel eer kans heeft, dat het geheele atoom mede wordt 
gevoerd, daar de deeltjes aan elkander worden gehouden door de 
onderlinge aantrekkingskracht. 

21. Hoe kunnen wij de aantrekking tusschen de stof 
verklaren? 

De aantrekking der stof, zooals wij die door de geheele natuur 
heen opmerken, kan alleen het gevolg zijn van de botsing der ether- 
deeltjes, die de twee stofdeelen naar elkaar toedrijven. 

Het hangt dus van de stroomingen van die etherdeeltjes af, hoe 
die aantrekking zich zal vertoonen. 

Ik zal voornamenlijk het geval nagaan, dat de stroomingen in alle 
mogelijke richtingen gelijk zijn. 

Denken wij ons een gedeelte van de ruimte. In alle richtingen 
snellen de deeltjes er doorheen , en wel in een zelfden tijd steeds het- 
zelfde aantal. Is die ruimte gevuld met stof, toch zal hetzelfde aan- 
tal de ruimte trachten binnen te dringen, en er dus zijne hoeveelheid 
van beweging aan mededeelen. De aangroeing van de massa wordt 



t)p dezelMe yvïj/ne verhinderd, als wij dit bij het atoom hebben ge- 
schetst (zie § 18). Ook is het duidelijk, dat alle deelen van die ruimte 
gelijkelijk doorsdioten wordt, zoodat het aantal deeltjes ^ dat er door- 
vliegt, evenredig is met de ruimte. 

Vestigen wij nu de aandacht op de deeltjes, die in eene richting 
vliegen. Wat op alle richtingen van toepassing is, is het ook op 
-eene bepaalde ; stellen wij, dat in die richting in de eenheid van vo- 
lumen en in de eenheid van tijd n deeltjes binnen dringen. Zij 
verder de massa van zulk een etherdeeltje fi en zijne snelheid p, dan 
wordt aan de massa, die zich in de eenheid van volumen bevindt, in 
eene tijdseenheid eene hoeveelheid van beweging van nfiv medegedeeld. 

Daar die beweging van alle zijden gelijk is, blijft onze hoeveelheid 
stof stil staan; of, als de beweging van de tegenovergestelde kanten 
niet te gelijk komt, zal zij heen en weder geslingerd worden. Die 
slingeringen zullen grooter en minder in aantal zijn, naarmate de 
•hoeveelheid vnn beweging te gelijk , en niet bij gedeelten, wordt me- 
degedeeld. Stellen w\j ons echter voor, dat het aantal deeltjes ach- 
tereenvolgens botst, en ieder deeltje in vergelijking van de massa 
zeer klein is, dan zullen die slingeringen bijna onmerkbaar zijn, 
maar veel in aantal. Tevens kunnen wij ons daarbij denken, hoe 
jdle deelen die bewegingen als 't ware op zich zelve uitoefenen. 

Wat gebeurt er, wanneer in de eene of andere richting de deeltjes 
verhinderd worden tot de ruimte door te dringen. In de tegenover- 
gestelde richting zullen dan de deeltjes trachten de stof uit de ruimte 
mede te voeren; daar ieder deel gelijkelijk getroffen wordt, zoo zal 
de massa zich gelijkelijk voortbewegen. (Zie hierover de Noot). 

Daar het aantal deeltjes, dat beweging mededeelt, evenredig is met 
de massa; daar de massa evenredig is met het volumen; zoo wordt 
het lichaam dus voortbewogen met eene kracht, die evenredig is met 
de massa. 

22. Ten einde te kunnen nagaan, hoe in de eene of andere rich- 
ting de stroom geheel of gedeeltelijk verhinderd kan worden tot de 
ruimte door te dringen, moeten wij eerst weder de te beschouwen 
ruimte zonder stof denken, en nagaan, wat het waarschijnlijke lot is van 
de deeltjes, die zich op een gegeven oogenblik in die ruimte bevinden. 

Wanneer wij een deeltje a, dat zich ergens in F bevindt, in onze 
gedachten volgen, dan kan het zijn weg niet ongestoord vervolgen, 
maar wordt dan hier dan daarheen geduwd, om misschien weder op 
zQn vorigen weg terug te worden geslingerd. Het heeft echter op 
een gegeven oogenblik eene hoeveelheid van beweging in eene bepaalde 
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richting. Waar wij die hoeveelheid na een bepaalden tijd terug kun* 
nen vinden, kunnen wij het eenvoudigst op de volgende wijze na- 
gaan. Wiy brengen daartoe de beweging van al de andere deeltjes 
tot twee deelen terug. 

In plaats van de deeltjes, die in alle mogel^ke richtingen vliegen, 
stellen wij eerste deeltjes, die in dezelfde en iu tegenovergestelde 
richting vliegen, als ons deeltje, en tweede deel^'es, die zich in vlak- 
ken bewegen, loodrecht op die richting. 

Wat de eerste aangaat, daar wij evenveel deeltjes in dezelMe als 
in tegengestelde richting aannemen, werken zij elkaar tegen. Het 
komt dus voor het deeltje op 't zelfde neer» alsof de deeUjjes in de 
beide richtingen stil staan en r^elmatig in de ruimte verdeeld z\jn, 
dus bijv. in rijen evenwijdig aan de richting van a. 

Van de deeltjes dus, die achtereenvolgens in dezelfde richting gaande, 
de plaats van a innemen, zullen sommige tegen die rijen stilstaande 
deeltjes aanbotsen, en daardoor in snelkeid verminderen; maar ook 
meer massa in die richting in beweging stellen, zoodat wij dezelfde 
hoeveelheid van beweging houden. 

Ten gevolge van de beweging in de loodrechte vlakken, die in 
vergelijking van de evenwijdige beweging zeer groot is, daar het 
alle mogelyke andere richtingen omvat, zal het deeltje a kans hebben 
in den tijd, dat het op zijn oorspronkelijken weg d is voortgegaan, 
ook d in een vlak loodrecht op dien weg voortbewogen te worden. 
Zoodat wij kunnen aannemen, dat de deeltjes, die achtereenvolgens de 
plaats van a innemen, zich verspreiden overeen oppervlak, dat even- 
redig is met het vierkant van den afstand. 

Oogenschijnlijk zal, al gaan er van P ook tegelijk eene hoeveel- 
heid deeltjes uit, deze niet te gelijk op een afstand r zijn aangeko- 
men; maar bij de beweging, die later van P is gegaan, en vlugger is 
voortgegaan , voegt zich de beweging , die vroeger is vertrokken, maar 
langzamer is gevorderd. 

Zij in fig. 3, P de doorsnede van een cylinder, die de eenheid 
van inhoud heeft; bc zij de middellijn van het grondvlak. Daartegen- 
over staat een gel^ke cylinder Q, zoodat de assen samenvallen en 
de zwaartepunten op een afstand r zijn. De deeltjes, die te gelyk 
m bc zijn, verspreiden zich na een tijd over den cirkel, die e f tot 
middellyn heeft. Hoe zij zich in dat oppervlak verspreiden, is niet 
aan te geven; wij kunnen alleen bepalen, dat, wanneer een deeltje 
op een zekeren a&tand eene afwijking van de as heeft verkregen, die 
afwijking op een tweemaal grooteren afstand van P ook dooreengeno- 



men tweemaal grooter zal zijn. Wij kunnen dus wel aannemen, 
dat de verspreiding van de deeltjes op een afstand lm gelijkvormig 
zal zijn met de verspreiding op den afstand In of r. Zijn er dus 
op de eenheid van afstand van de q deeltjes, die op het oppervlak 
be aanwezig waren, nog fq in een gelijk oppervlak, op dezelfde 
wijze ten opzichte van den weg geplaatst, aanwezig, dan zullen er 
door de gelijkvormige verspreiding op een afstand r op een zelfde 

oppervlak Vo* nog maar ƒ -^ aanwezig zijn. 

Op dezelfde w^'ze zullen de deeltjes, die in de geheele ruimte P 
op een zelfden tijd aanwezig waren, zich over de ruimte hfke ver- 
spreid hebben. Nemen wij aan, dat er in de eenheid n waren en 
op de eenheid van afstand in dezelfde ruimte ƒ», dan zijn er op 

de afstand r nog ƒ -r in Q aangekomen. 

Denken wij ons nu de rusmten P en Q met stof gevuld, dan zul- 
len door P telkens n deeltjes onderschept worden, waarvan er ƒ— 

voor Q bestemd waren; de botsingen van f— deeltjes, die in de 

richting QP tegen Q aankomen, worden niet opgeheven; daardoor 
zal dus Q naar P worden toe bewogen. Op dezelfde wijze wordt 
iedere massa-eenheid, die wij ons om Q gegroepeerd denken, aan- 
getrokken, terwijl iedere eenheid, die wij ons bij P denken, die 
aantrekking met evenveel vermeerdert. De massa om Q wordt 
dan als 't ware door eene aantrekkingskracht, evenredig met de 
massa's en omgekeerd evenredig met het quadraat van den af- 
stand, naar P bewogen. Op dezelfde wijze wordt P naar Q ge- 
trokken. 

Zoolang de snelheid van de twee massa's iseer klein is, in ver- 
gelijking van de snelheid der oerdeeltjes, zullen er in* denzelfden 
tijd altijd evenveel deeltjes tegen aanbonzen, en krijgen wij eene een- 
parig vermelde beweging. 

23. Voor dat ik verder naga, hoe deze aantrekking bij kleine 
afstanden tot eene grenswaarde nadert, en hoe zich daarbij verschil- 
lende verschijnselen kunnen voordoen, wil ik eerst mijne bezwaren 
tegen de verklaring van Dr. Isenkea.hé van de gravitatie-wet mede- 
deelen. 

Ten eerste verklaart hij in het 14^*^ hoofdstuk den invloed van den 
afstand. Dit steunt voornamelijk op de onderstelling, dat de ether- 
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atomen met eenige snelheid terug worden geworpen. Aan het eind 
van N=. 19 heb ik reeds o?er de onbegrijpelijkheid van dat terugwer- 
pen gewezen; ik wil er hier niet langer bij stilstaan, maar liever in 
de verklaring van de evenredigheid der kracht met de massa, het 
onvoldoende aantoonen. 

Dr. IsENKBAHE meent die moeilijkheid te overwinnen, door de mo- 
leculen, die de stof samenstellen, zoover uit een te nemen, dat tot 
op het laatste laagje de stroom niet merkbaar verminderd wordt. 

Hoewel het mij voorkomt, dat nu eerst wel noodig zoude zijn te 
verklaren, hoe die moleculen op zulk een afstand blijven , en waarom 
zg niet nader naar elkander toekomen door de daarna te bewijzen 
aantrekkingskracht; zoo wil ik dit nog daarlaten, en op een veel 
belangrijker bezwaar tegen deze theorie wijz^. 

Zij in figuur 4, ^^ tot^,, de lagen moleculen van een lichaam ^, 
en ^1 de eenige laag moleculen van B, Door een stroom etherdeel- 
tjes, die in de richting van ^ naar B gaat , zoude door iedere laag 
van ^ evenveel deeltjes onderschept worden, en de eene laag dus met 
eene even groote versnelling bewogen worden, als de andere. Dit is 
nu wel aan te nemen, als wij dan ook slechts met een stroom heb- 
ben te maken. Maar stellen w^' ons A en B voor, geplaatst tus- 
schen de alom vliegende deeltjes, dan komt er tegen A in de rich- 
ting AB een even sterke stroom, als tegen ^ in de richting BA, 
Nemen wij dus aan, dat in de eene zoowel als in de andere rich- 
ting n deeltjes gaan, waarvan iedere laag er 1 onderschept, dan is 
het duidelijk, dat er tegen A^ en A^, zoowel in de eene als in 
de andere richting (n—l) deeHjes aankomen; en welke reden is er 
nu, dat die twee lagen zich meer in de eene dan in de andere 
richting zullen bewegen? immers geene. De aantrekking is dus niet 
evenredig met A^ tot A^, maar alleen met A^» 

Het is duidelyk, hoe met deze fout de geheele theorie in duigen 
valt; ik zal er dan ook verder over zwijgen; alleen bij de bespre- 
king van het beginsel voor het behoud van arbeidsvermogen, zal ik 
er nog even op terug komen. 

24. Hoe wordt de aantrekkingswet gewijzigd, als de stof- 
deelen dicht tot elkaar naderen? 

Het is duidelijk, dat de verklaring, die wij in het voorgaande 
van de aantrekking tusschen twee lichamen hebben gegeven, eene wij- 
ziging ondergaat, als de lichamen zeer dicht tot elkaar naderen. 

De invloed van den afstand verdwijnt, want eene eenheid van massa 
kan niet meer dan n deeltjes in de eenheid van tijd opnemen, en 



komen nu de lichamen zoo dicht bijeen, dat alle n, die F binnen- 
dringen, ook bestemd waren voor Q, dan zoude de aantrekking zijn 
maximum hebben bereikt, en alleen maar van de massa afhangen. 
De afstand, waarop de afhankelijkheid van dien afstand niet meer 
merkbaar is, is moeilijk aan te geven. Wij kunnen er alleen van 
bepalen, dat de loodrechte stroomen gelegenheid moeten hebben, om 
de deeltjes weg te nemen. 

De aantrekking van de atomen op kleinen afstand veroorzaakt de 
zoogenaamde affiniteitsverschijnselen. Terwijl ik nog op verre na 
niet in staat ben, vooral dit deel van mijne schets duidelijk uit te 
werken, zoo wil ik toch op enkele lichtpunten wijzen, die reeds 
aangeven, hoe men langs dezen weg misschien wel iets dieper in het 
wezen der dingen kan indringen. 

Ik kom daartoe tot het atoom, zooals ik dit in N°. 18 beschreven 
heb, tewg. Het bestaat uit een massieven bol, met eene poreuze schil 
omgeven. Die poreuze schil wordt poreusch gehouden door de 
deelljes, die volgens kleine koorden door di« schil heen vliegen, 
voor dat een deeltje het van de tegenovergestelde kant t^enhoudt. 
Het dee^e komt met de uitgeboorde massa uit het atoom, dus 
vergroot «en vertraagd. In de nabijheid van de atomen zullen wij 
dus grootere massa's dan de gemiddelde etherdeeltjes vinden met 
langzamer beweging. Door die langzamere beweging kan het eene 
groote hoeveelheid van beweging in zich opnemen, en daardoor in 
staat zijn , die ook op een oogenblik aan een atoom mede te deelen, 
waardoor dat atoom wordt medegevoerd, voordat eene hoeveelheid 
kleinere deeltjes het weder tegenhouden. Die grootere ethermassa's 
zal ik ethermoleculen noemen* 

Denken wij ons dus nu twee atomen -H", die tot elkaar naderen, 
dan zullen, als die atomen dicht bij elkaar komen, die ether mole- 
culen van weerszijde de naderende beweging zeer tegenwerken; en 
wij kunnen ons voorstellen, dat de atomen afwisselend door de ge- 
wone etheraantrekking naar elkaar toe worden gedreven, en door dé 
grootere ethermoleculen weder van elkander af worden gehouden. 

Is de beweging van die ethermoleculen minder hevig, dan zal 
de toenadering veel inniger zijn. 

In de beweging van die ethermoleculen, van die grootere mas- 
sa's ether te gdijk, hoewel altijd veel kleiner dan de atomen der 
grondstoffen, zie ik vooral de oorzaak van warmte, licht en electrici- 
teits-verschijnselen 5 want bij het naderen van twee atomen, of in 
't algemeen van twee elkaar aantrekkende lichamen, hoopt zich de 



27 

ether, die de aantrekking teweeg brengt, altijd rondom die atomen meer 
of min op , omdat die ether, bij de snelle beweging van de atomen , 
minder kans heeft door de deeltjes , die loodrecht op de bewegingsrichting 
van het atoom vliegen, te worden weggenomen. Bij de botsing of bij 
de zeer dichte nadering, waarbij de twee lichamen betrekkelijk stilstaan, 
is er rondom de twee atomen meer ether, die zich tot ethermoleculen 
heeft gevormd, aanwezig dan geweonlijk; zoodat de van alle kanten 
aanvliegende deeltjes uit dien omtrek meer stof kunnen medevoeren dan 
gewoonlijk, hetgeen merkbaar zal zijn. Want de etherdeeltjes zijn 
zoo klein, dat zij alleen bijv. geen merkbaren invloed op onze ze- 
nuwen uitoefenen; terwijl de schok van een ethermolecuul wel merk- 
baar is, en dan of den indruk van warmte of licht, of electriciteit zal 
doen ontstaan. Die stroomen zijn bijv. ook in staat, om twee andere 
atomen , die in de bovengeschetste evenwichts-schommeling verkeeren , 
weder van elkaar te scheiden. 

Bij de affiniteit, doet zich het verschijnsel voor, dat de atomen 
van twee stoffen zich liever met elkaar verbinden, dan die van twee 
andere, vooral dan twee atomen van dezelfde stof. Gaan wij van 
de onderstelling uit, dat de verschillende grondstoffen bestaan uit 
verschillende grootte van atomen, dan laat zich dit verschijnsel een- 
voudig verklaren. 

Wanneer wij ons twee atomen denken, die steeds samen dezelfde 
massa hebben, terwijl wij ons die massa over de twee atomen steeds 
verschillend verdeeld denken; dan blijft ten gevolge van de aantrek- 
kingswet, die wij hebben aangetoond, de versnelling, waarmede de 
twee lichamen tot elkander naderen, steeds dezelfde. Zijn beide 
gelijk , dan zijn de versnellingen gelijk ; zijn zij ongelijk, dan verbin- 
den zich de versnellingen omgekeerd met de massa's; dus naarmate 
het eene kleiner wordt, wordt de versnelling er van grooter. Bij 
die grootere snelheid en bij die kleinere massa heeft het atoom veel 
minder gelegenheid om tegen deeltjes, die zich in den weg plaat- 
sen, aan te botsen, en daardoor vertraagd te worden. Groot verschil 
in afmetingen doet dus de verbinding veel sneller en veel heviger 
plaats hebben. 

Hoe vlugger die verbinding plaats heeft, hoe minder gelegenheid 
er ook is, dat de bewegende ether wordt weggenomen; hoe meer 
ether er, als de verbinding tot stand is gekomen, vrijkomt, hoe meer 
de verschijnselen, die men bij eene verbinding waarneemt, plaats zul- 
len hebben; bijv. het ontstaan van de beweging, die wij warmte noemen. 

Is de verbinding eenmaal tot stand gekomen , dan heeft men meer 
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kans twee gelijke atomen door bijzondere stroomen van elkaar te ver- 
wijderen, dan twee ongelijke. 

Stellen in fig. 5 , de cirkels AB en BH de doorsnede van twee 
gelyke atomen voor, CK van een kleinere; dan is de kans, dat B 
van A wordt weggenomen, veel grooter, dan dat dit met C gebeurt. 
Want door A worden in 'teerste geval alleen de bijzondere stroo- 
men, die in den LJBBB aankomen, in 't tweede geval die van L^CG 
onderschept. De kans, dat A van C wordt weggenomen, komt niet 
in aanmerking, daar C veel gemakkelijker met A wordt medegetrok- 
ken in diens beweging, dan A in die van C. 

Ik wil hier echter niet langer bij stilstaan; later hoop ik uitvoe- 
riger hierop terug te komen; ik heb slechts in deze beschouwingen 
op het ontstaan van die bijverschijnselen gewezen, daar zij mij een 
steun geven bij mijne opvatting van het beginsel van het behoud 
van het arbeidsvermogen. 

26. Hoe kunnen wij met de voorgaande beschouwingen 
het beginsel van het behoud van het arbeidsvermogen ver- 
klaren? 

De beschouwing van de natuur heeft er ons toe gebracht aan te 
nemen, dat de hoeveelheid arbeidsvermogen, die aanwezig is, onver- 
anderd blijft. Wanneer wij nu de natuurverschijnselen uit de bot-^ 
sing van onveerkrachtige lichamen trachten te verklaren, moeten wij 
aantoonen, dat het zoogenaamde beginsel van het behoud van arbeids- 
vermogen vervangen kan en moet worden door een ander, dat de 
verschijnselen even goed zoo niet beter verklaart. 

Voor zoover ik de verschillende gronden heb nagegaan, waarop het 
arbeidsvermogen-beginsel steunt, is het mij gebleken, dat men veel 
meerrecht heeft te stellen, dat: Bij het verdwijnen van arbeids- 
vermogen in de waarneembare natuur rondom ons steeds 
de oorzaak aanwezig is van het ontstaan van eene nieuwe 
hoeveelheid, die evenredig is met de hoeveelheid, die te 
looris gegaan. Dat wil zeggen, als in 't eene geval tweemaal 
meer hoeveelheid is verdwenen als in 't andere , is er ook bij het 
eene tweemaal meer ontstaan dan bij het andere. 

Met waarneembare natuur bedoel ik de verschijnselen, die door 
onze zintuigen worden waargenomen. De alleen vliegende ether- 
deeltjes zijn niet waarneembaar; hopen zij zich op, dan komen zij 
langzamerhand onder ons bereik, en leveren zij steeds eene nieuwe 
hoeveelheid levende kracht. Dr. Isenkrahé geeft ook hetzelfde denk- 
beeld aan, door de ruimte rondom ons als de voorraadschuur van 
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arbeidsvermogen te beschouwen. Dit denkbeeld echter is te vaag, 
daar het dan een toeval moet schijnen, dat juist bij het verdwijnen 
van arbeidsvermogen weder nieuw arbeidsvermogen te voorschijn 
komt. 

Ik zal mij hier tot een paar voorbeelden bepalen, om de waarheid 
van het vooropgestelde beginsel te doen uitkomen; later zal ik, zoo 
mij de gelegenheid niet ontbreekt, steeds meerdere bijbrengen. 

26. Wanneer wij een lichaam, tegen de zwaartekracht in, omhoog 
doen stijgen met eene snelheid v, ondergaat het eene vertraging, komt 
tot eene hoogte «, om van daar neder te dalen en weder met dezelfde 
snelheid op het uitgangspunt terug te komen. Men zegt nu, de 
hoeveelheid arbeidsvermogen van beweging zet zich eerst om in die 
-van plaats, om daarna weder de omgekeerde metamorphose te on- 
dergaan. 

Volgens onze voorgaande beschouwingen wordt de zwaartekracht 
veroorzaakt door een stroom etherdeeltjes, die in de richting van 
het middelpunt der aarde vliegt. Volgen wij ons lichaam tegen den 
stroom in, dan botsen er in de tijdseenheid altijd hetzelfde aantal 
deeltjes tegen aan; ten minste, als wij de snelheid v in vergelijking 
van de snelheid der deellges als onmerkbaar beschouwen. De eenpa- 
rig vertraagde beweging volgt daar dus uit. De evenredigheid van 
de hoogte met het vierkant van de snelheid is daar het noodzakelijk 
gevolg van; dat is nog duidelijker, als wij het lichaam omhoog 
zenden met tweemaal grootere snelheid. Het is daardoor ten eerste 
in staat om tweemaal meer deeltjes uit den weg te stooten; maar 
bovendien vliegt het een zelfden weg in de helft van den tijd door, 
en ontmoet daardoor op dezelfden weg maar de helft van de deeltjes 
van de eerste keer; het kan daardoor zijn weg ook weder tweemaal 
langer maken , zoodat het nu in 't geheel een viermaal grooteren aflegt. 

Men ziet, hoe eenvoudig dit verschijnsel zich laat verklaren, maar 
ook tevens, dat het lichaam, boven gekomen, geen arbeidsvermogen 
noch actueel noch potentieel, heeft; Held de zwaartekracht-stroom op, 
het lichaam bleef waar het was; daar die stroom echter blijft door- 
gaan, neemt het weder eene nieuwe hoeveelheid van beweging op , en 
komt zoo op de aarde neder. 

27. Denken wij ons het lichaam geheel onveerkrachtig, en laten 
wij het bij de terugkomst op een on veerkrachtig lichaam botsen, dan 
verdwijnt alle levende kracht. Men meent die echter terug te 
vinden in de warmte van de twee lichamen, en toont ook werkelijk 
aan, dat die hoeveelheid warmte evenredig is met die verloren leven- 
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de kracht; men meent zelfs, daar dit yerschijnsel zich steeds op 
dezelfde wijze voordoet, dat die warmte werkelijk de geheel omge* 
zette levende kracht is, terwijl men toch niets anders dan de even- 
digheid heeft aangetoond. 

Ik druk vooral op dat woord evenredigheid, daar dit onmiddeU^k 
ook uit onze vorige beschouwingen volgt. 

In N®. 24 heb ik er op gewezen, hoe de deeltjes, die door hunne bot- 
sing eene massa in beweging brengen, daarmede dezelfde snelheid 
verkrijgen, en, zoo zij door de zijdelingsche etherdeeltjes niet worden 
weggenomen, de bewegende massa steeds zouden doen toenemen, zoo- 
dat op het oogenblik van de botsing eene groote hoeveelheid ether- 
stof vrijkomt, die de ethermoculen en dus de warmte leveren. 

Het is duidelijk, dat, hoe langer de beweging duurt, hoe sneller 
de massa aankomt, hoe meer etherdeeltjes er zich ophoopen; maar met 
de snelheid vermindert ook de kans, dat deeltjes worden weggenomen; 
de hoeveelheid warmte, die vrijkomt, is dus evenredig met de massa 
en met het vierkant van de snelheid. 

Hiermede heb ik de voornaamste punten van mijne voorstelling 
omtrent de stof medegedeeld ; mogt ik deze of gene overtuigd heb- 
ben, dat wij in deze richting dieper in het wezen der natuur kun- 
nen indringen, het zal mjj eene groote voldoening zijn. 



NOOT, behoorende bij N^ 21. 

De evenredigheid van de bewegende kracht met de massa komt 
voornamelijk op het feit neder, dat in dezelfde ruimte, in een 
bepaalden tijd, alt^d hetzelfde aantal deeltjes zal binnen dringen. 
Ten einde dit beginsel nog eenigzins toe te lichten, zij nog het 
volgende opgemerkt. 

Zij (fig. ö) JJBCDEFGH een rechthoekig parallelopipedum met 
stof gevuld, en gaan wy de beweging na in de richting P Q, loodrecht 
op het zijvlak ABGD, De deelijes, die eene beweging in die rich- 
ting hebben, kunnen door alle zijvlakken behalve EFQH binnen- 
komen. Komen zij allen door ABCJ), dan is het duideligk, hoe 
alle medehelpen aan de beweging van het parallelopipedum; al dee- 
len zij dan ook de beweging aan de laag mede, die aan A BOB 
grenst, door de continuïteit van de stof wordt die beweging ook 
OBmiddelljjk fian alle daaropvolgende laagjes medegedeeld. In de 
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werkeHjkheid kunne» wi; echter niet aannemen, dat alles door dit 
zijvlak binnen de ruimte komt, want ook de deelljes, die in 8<^uine 
richting de zijvlakken binnendringen, brengen beweging aan in de 
richting PQ; zal daarvan wel alle beweging aan het stofparallelopi- 
pedum worde medegedeeld? 

Onderstellen w^, dat zulk een deeltje bij K aankomt, dan zal 
het ten gevolge van zijne beweging loodrecht op PQ in de rich- 
ting van het zuiltje KL trachten door te dringen. Het zal ook in 
die richting een eind indringen; dat gedeelte is dan ook in de ge- 
legenheid zijne beweging in de richting PQ mede te deelen. Het 
overige, dat er buiten uitsteekt, schuift eerst een eind door, om 
daarna met een volgend gedeelte binnen te dringen, en zoo voort, 
tot dat het geheele deeltje met de beweging in het parallelopi- 
pedum is opgenomen. Het uitboren van een prisma KL wordt 
verhinderd door een deeltje, dat in dien tusschentijd in de richting 
LK komt. 

Op dergelijke wijze kunnen wij ons eenigzins eene voorstelling ma- 
ken van de mededeeling van die beweging. 

Hierb^' doet zich deze bedenking op: zal namelijk een lichaam 
met holten niet evenveel beweging moeten opvangen als een mas- 
sief lichaam? 

By nadere beschouwing levert dit echter geen bezwaar op, wan- 
neer men slechts bedenkt, dat wij bij het voorgaande steeds van het 
denkbeeld zijn uitgegaan dat een deeltje, dat tegen de massa aan- 
bonst, met die massa gelijke snelheid verkrijgt, en dus niet eerder 
bij het tweede voorwerp kan zijn dan het eerste voorwerp zelf; dat 
is bij massive lichamen zoo het geval. 

Gaan wij de botsende deeltjes tegen een hol parallelopipedum na, 
dan zal dit niet met alle deeltjes het geval zijn. 

Zy fig. 7 de doorsnede van een hol parallelopipedum; EFGH 
is de grens van de holte ; jiB CD is de buitenste grens van de schil. 
Wij kunnen ons voorstellen, dat zulk eene schil blijft bestaan, daar 
door de onderlinge aantrekking een deel, dat door een deellge wordt 
weggeduwd, voordat er een tweede deeltje in dezelfde richting tegen 
aankomt , weder op zyne plaats wordt getrokken. Wy beschouwen we- 
der de stroom deellgesin de richting P Q; volgen wij het deeltje, dat bij 
I botst, het zal dat gedeelte van den wand trachten mede te nemen. 
Zij / jTHTir ^^^ ^^ geheele schil, dan behoudt het botsende deellje eene 
snelheid, die ongeveer 1000-maal grooter is dan de snelheid van de 
geheele massa van het parallelopipedum; wat op hetzelfde neerkomt 
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alsof van de 1000 deeltjes, die tegen / aankomen, een alleen met 
de massa medegaat, en 999 ongehinderd hun weg vervolgen; op 
deze wijze blijft das het aantal onderschepte deel^es evenredig met 
de massa. 

Men zoude nog kunnen vragen, waar het botsende deeltje blijft, 
dat met I naar binnen dringt? Wij kunnen ons voorstellen, dat 
voordat I weder in zijn vorigen stand terugkeert, het deeltje door 
zijdelingsche deeltjes wordt weggenomen, en zijn weg kan vervolgen. 



MECHANISCHE BESCHOUWINGEN OVER EENIGE 
KROMME LIJNEN, 



DOOR 



J. TAN HEULEN. 



I. Be cycUnde, 

De cycloïde kan beschouwd worden als te zijn de richting der 
resnlteerende beweging , samengesteld uit eene eenparig voortgaande en 
eene eenparig draaiende beweging, beide met even groote snelheid. 

Is van de cycloïde AOZ (fig. 1) A het beginpunt en AZ de 
grondlijn, en is de beschrijvende cirkel, eenparig rollende in den 
stand MBN aangekomen, dan bezit het punt B des cirkels, dat 
de cycloïde beschrijft, twee snelheden, wier richtingen door de 
pijltjes p en q zijn aangeduid. De eerste is die der voortgaande 
beweging; zij is even groot en evenwijdig aan die van het middel- 
punt M, dus evenwig^g ^^*^ ^^ grondlijn. De tweede is die der 
draaiende beweging; zij is raaklijn aan den cirkel en even groot als 
die van het punt N des cirkels ten opzichte van het middelpunt. 
Deze beide snelheden zijn even groot, omdat het wegje in elk onein- 
dig klein tjjddeel, doorM naar rechts afgelegd, even groot is als het 
wegje in dat zelfde tijddeel, door N met betrekking tot M naar 
links afgelegd. De werkelijke richting van beweging van het punt 
B is de raaklijn aan de cycloïde en voorgesteld door het pijltje v; 
en daar de snelheden volgens de richtingen p en. q even groot zijn , 
zal de richting der resnlteerende snelheid den hoek van p en j' mid- 
dendoordeelen. Dus, in een willekeurig punt der cycloïde, deelt de 
raaklyn aan dat punt den hoek middendoor, welke gevormd wordt 

8 
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door de raaklijn aan den cirkel in het beschryvende punt, met de 
lijn door dat punt evenwijdig aan de grondl^'n getrokken. 

De snelheid in het punt B der cycloïde kan worden uitgedrukt 
in de snelheid van de eenparig voortgaande beweging en den hoek, 
dien de raaküijn aan de cycloïde met de grondlijn maakt. Is deze 
hoek en de snelheid des cirkels a, dan is de resulteerende snel- 
heid V 

V := 2aCo80. 

Met den hoek verandert dus ook de snelheid van het beschrij- 
vende punt des cirkels; is deze hoek =90° (beginpunt A), dan is 
ü = 0; is die hoek =0° (top O) dan is o=:2a, en tevens zoo 
groot mogel^k. 

In het beginpunt A hebben de twee snelheden , waaruit de resul- 
teerende ontstaat, dezelfde richting, maar tegengestelden zin; zij ma- 
ken alzoo onderling een hoek van 180"; volgens vorenstaande eigen- 
schap maakt dus de resulteerende snelheid een hoek van 90^ met de 
grondlijn; dus de raaklijn aan het beginpunt staat loodrecht op de 
grondlijn. In den top O hebben beide snelheden denzelfden zin , 
dus de raaklijn aan den top is evenwijdig aan de grondlijn. Trekt 
men door M eene lijn evenwijdig aan de grondlijn, dan verkrijgt 
men in de cycloïde een punt F, alwaar de snelheid der draaiende 
beweging loodrecht gericht is op de grondlijn; dus maakt daar de 
raaklijn aan de cycloïde een hoek van 45® met de grondl^'n. 

Heeft de cirkel een afstand A N =. a? afgelegd, en daartoe een tijd 

t besteed, dan is a^ = a? of a = -. Daar de boog BN = AN 

t 

is^, is ook BNz=a? en hoek BMN = -, r de straal des cirkels 

r 

X 

yf 

|< 

zijnde; hoek (p wordt daardoor gelijk aan — ö— > waardoor de waarde 

van o overgaat in 

r = 2 - Sin-T-* 
t 2r 

Met deze snelheid legt het punt een wegje da af in een t\jd (7^, dus 
d8=.2j Sin^ dt. 

Stel, dat de cycloïde in éene secunde wordt beschreven, dan wordt 

a of - = 27P/* en rf^ =r - — ; waardoor men verkrijgt 
t xfrr 
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2r 2;rr 

of e^« = 4r/8if»r-r?;r-t 

2r 2r 

dus « =: — 4r Cb« — + standvastige, 

en, daar ?oor één tak der cycloïde de grenzen ran 9 zijn o en 27f, 

« = 4r(l + l) = 8r; 

zoodat ook langs dezen weg gevonden wordt, dat de lengte van éénen 
tak der cycloïde, gelijk is aan 8-maal den straal des beschrijVenden 
cirkek. 

In figuur 2 is MÜ=NW = r, PQ = A, AO en OZ zijn 
twee halve cycloïden, wier ontwindende de cycloïde APTZ is. De 
lijn FS is raaklijn aan den cirkel, en PB raaklijn aan de cycloïde; 
deze laatste lijn deelt volgens het voorgaande den hoek SPH mid- 
dendoor. De straal NP van den beschrijvenden cirkel staat lood- 
recht op PS, en PQ is loodrecht op PH; alzoo is hoek QPN = 
hoek HPS. Verder is in den gelijkbeenigen driehoek NPW hoek 
NPW = hoek NWP, terwijl deze laatste hoek gelijk is aan hoek 
WPQ; alzoo deelt de lijn WP den hoek QPN middendoor, en 
staat zij bijgevolg loodrecht op PB. Hieruit blijkt, dat de lyn PW 
de normaal van het punt P der cycloïde is. 

W5 zullen nu gaan vergelijken den aard der beweging van het 
beschrijvende punt des cirkels met dien van een zwaar stoffelijk 
punt, dat zich van af A, langs de verticale cycloïde ATZ, wier 
grondlijn horizontaal is, alleen onder de werking der zwaartekracht 
beweegt; hierbij aannemende, dat de snelheid des cirkels standvastig 
is, en zoo groot, dat de snelheid van het beschrijvende punt in den 
top T gelijk is aan die van het stoffelijk punt aldaar. Deze laatste 
snelheid is V^yxUT = 2 V**^» de snelheid van het middelpunt 
des cirkels dus yj'rgl De vroeger gevonden snelheid van het be- 
schrijjvende punt vz=z2aCos^ verandert hierdoor in 

ü = 2 Co8<^ yJ7g • (1) 

De snelheid van het stoffelyk punt, in het willekeurig punt P der 
cycloïde, bedraagt r, =. ^^gh. Uit de figuur blijkt, dat PK = r(7o«0 
en PW=:2PK = 2r(7o«4), A =. P Q =PW(7o«0 = 2r(7M> is. 
Alzoo is 

8* 
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ü, = V2^x2rOb«»0 = 2 Cb«0 yJTg (2) 

De formule (2) doet zien, dat », even groot is als t> in (1). Wij 
vinden alzoo, dat de snelheid van een zwaar stoffelijk punt, — dat zich, 
alleen onder de werking der zwaartekracht, langs eene verticale cy- 
cloïde, wier grondlijn horizontaal is, beweegt, nadat het in het be- 
ginpunt A geplaatst was, — op elk punt even groot is als die van het 
beschr^vende punt des cirkelomtreks , die de cycloïde voortbrengt, en 
welks middelpunt eene snelheid ^rg heeft. 

Nu kan op eenvoudige wijze de slingert^jd van den cycloïdalen 
slinger worden gevonden. Daar namel^k bij de boven onderstelde 
standvastige snelheid ^Tg des cirkels de snelheid van het beschrij- 
vende punt op elk gedeelte der cycloïde even groot is als die van 
het stoffelijk punt, zoo is de tijd, waarin dit laatste de cycloïde van 
A naar Z doorloopt, even groot als die, welken de cirkel besteedt 

om van A tot Z te rollen. Deze laatste tyd is bl^'kbaar = -t— , 

ylrg 
en dezen t noemende, heeft men 

>lrg y/rg ^ ff' 

2. De epictfcloïde. 

De epicycloïde kan beschouwd worden als te zijn de richting der 
resulteerende beweging samengesteld uit twee draaiende bewegingen. 

Indien in figuur 8 de cirkel om het middelpunt N zuiver rolt 
over den omtrek van den cirkel om 't middelpunt M, en beide cir- 
kels gel^'ke stralen hebben, dan beschrijft een punt P van den eer- 
sten de gewone epicycloïde. De snelheid van beweging van het 
middelpunt des rollenden cirkels kan verschillend zijn; wig nemen 
aan, dat de beweging eenparig is en de epicycloïde in eene secunde 
beschreven wordt. Zijn de stralen der cirkels r, dan is de snelheid 
van het middelpunt N gelijk aan 4i9tr. 

Het punt P, dat de epicycloïde beschrijft, heeft voortdurend twee 
bewegingen, 1^ de draaiende beweging om den vasten cirkel, wier 
snelheid even groot is als die van het middelpunt N, dus =49rr 
is; 2°. de draaiende beweging om het middelpunt N. De richting 
der beweging van P om den vasten cirkel, de eerste der twee zoo 
even genoemden, is gedurende elk oneindig klein tijddeel evenwijdig 
aan de raakl^jn aan den cirkel, dien het punt N beschrijft, en wordt voor* 
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gesteld door het pijjltje /?, dat loodrecht is op de lijn MN; de rich- 
ting ran beweging van P om het middelpunt N, de tweede der zoo 
even genoemden, is loodrecht op den straal PN, en wordt voorgesteld 
door het pijltje q. Aangezien gedurende het oneindig klein tijddeel, 
waarin N het element zijner baan in de richting der raaklijn be- 
schrijft, dit evenveel voorwaarts van R komt, als E achterwaarts 
van N, zoo is de snelheid der draaiende beweging des cirkels om 
zijn middelpunt N even groot als die der draaiende beweging van 
dit punt N om den vasten cirkel. De werkelijke snelheid van P, 
wier richting is voorgesteld door het pijltje v, dat raaklijn is aan 
de epicycloïde en dat den hoek van ^ en ^ middendoordeelt, kan 
gevonden worden, als men den hoek van ;? en ^ kent; deze gelijk 
zijnde aan 180®— 0, zoo heeft men 

Heeft de draaiende cirkel den halven omtrek van den vasten 
doorloopen, dan bevindt zich het beschrijvende punt in Q, terwijl 
dan 4^ = 180** is, en de snelheid = 8^^ geworden is. In dat 
punt Q hebben beide snelheden alzoo denzelfden zin; waaruit volgt, 
dat de raaklijn in het punt Q der epicycloïde loodrecht is op de lijn 
MQ. In het beginpunt A is = 0, en dus 9 = 0; hier hebben 
dus de snelheden wel dezelfde richtingen, doch verschillenden zin ; z\j 
maken een hoek van 180^ met elkaar; en daar in 't algemeen de 
resulteerende snelheid den hoek der beide samenstellenden midden- 
doordeelt, staat de raaklijn in het punt A aan de epicycloïde lood- 
recht op de raaklijn, in dat punt aan den vasten cirkel getrokken. 

Ten einde de lengte der epicycloïde langs dezen weg te berekenen, 
heeft men dszzzvdt. Daar in ééne secunde de boog 2 7 door N 

om M wordt doorloopen, zqn er — secunden noodig om den boog 

(p te doorloopen; dus is < := ^ , waardoor d8 wordt 

dó 
d8^=iS9rr8in^(p^y 

8=ifSrSm\(Pdi(pz=: 
=r — 8rCI?«|0 + standvastige. 
De grenzen van (p zijn O en 25r, alzoo 

^=8r-(-8r) = 16r; 
zoodat ook langs dezen weg gevonden wordt, dat de lengte der ge- 
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wone epu^cloïde geüyk is aan 16-maal den straal des voortbi^ngen- 
den cirkels. 

Het schijnt misschien onjuist, dat de snelheid van omwenteling 
van het punt P om het middelpunt N is ésrr, daar die cirkel toch 
slechts éénmaal om den vasten rolt; dat die schijn geen werkel^k- 
heid is, blijkt als volgt. 

Wanneer de cirkel N van uit den stand NRPLS over een \ van 
den omtrek van cirkel M verder is gerold, dan is het punt S in S' 
aangekomen, waarbij boog RS = èoo^ ES' = | 7 is ; de lijn BNL , 
nog altijd loodrecht z\jnde op de lijn NS, heeft dan den stand 
B'N'L', die evenwijdig is aan MRNL; zoodat, wanneer de rolling 
plaats heeft gehad over \ van den cirkelomtrek , een punt van cirkel 
N juist 180° is omgedraaid; rolt dus cirkel N over den geheelen om- 
trek van cirkel M, dan zal eerstgenoemde tweemaal omgedraaid z^; 
dus zal een punt van zijn omtrek een weg van itvrr om het middel* 
punt hebben a%elegd. 

8. De hypocycUnde. 

De hypocycloïde kan beschouwd worden als te zijn de richting 
van de resulteerende beweging, samengesteld uit twee draaiende be- 
wegingen. Het punt B van den eenparig draaienden of rollenden 
cirkel (figuur 4), dat de hypocycloïde ABZ beschrijft, heeft twee 
snelheden, wier richtingen door de pijltjes p gül q zijn aangeduid. 
De eerste is die, behoorende bij de draaiing van den cirkel om zijn 
middelpunt N; de tweede is die der beweging van het middelpunt 
N over een cirkelomtrek, welks straal NM is; in welke beweging 
dus ook het punt B deelt, en wier richting loodrecht staat op den 
straal NM. Beide snelheden zijn even groot, omdat het wegje, ge- 
durende een oneindig klein tijddeel door N voorwaarts afgelegd met 
betrekking tot het gemeenschappelijk raakpunt B, even groot is als 
het wegje, door laatstgenoemd punt achterwaarts met betrekking tot 
N afgelegd. De resulteerende snelheid v deelt dus den hoek van p 
en q midden door. 

Wanneer wij den straal des rollenden cirkels het - van die des 

vasten nemen, dus NB=:-MB, dan is de hoek, dien het p^ltje 

n 

q met BN maakt, gelijk aan BNR— 90** =«4^- - ; de hoek van 



p en q dus «•—»$, en de hoek van v met g is alzoo |5r— |ji$. 

1 »— 1 

Verder is de straal van den cirkel, dien N doorloopt, r — r=irx ; 

n n 

en aannemende, dat de rollende cirkel in ééne secnnde den geheelen 
vasten rondgaat, is de snelhei 
resnlteerende snelheid is alzoo 



«— 1 

vasten rondgaat, is de snelheid van N gelijk aan 2?rrX . De 



« — 1 ^. , . 
n 

terwijl de hoek (p in een tijd doorloopen wordt, uitgedrukt door 

27 

Deze waarden in de formule dazzzvdt overbrengende, verkrijjgt 
men 

n «TT 

a :=zj^r, — p Sin\n(pd\n(P = 

«—1 
= — 4 r . — j- Cos T » ^ -|- standvastige. 

Als grenzen van 4^, nemende O en t, verkrijgt men voor de lengte 
van het stuk of de stukken hypocycloïde , die bij eene wenteling 
langs den halven cirkelomtrek ontstaan, 

M »"-l ^ »5r , ^ »— 1 
« = — 4r —;- u?« -7^ + 4 r — r- = 



»— 1 /_ ^ «tN 



Neemt men hierin nz=z2, dan verkrijgt men 

Bedraagt dus de straal van den rollenden cirkel de helft van dien 
van den vasten, dan is de lengte der hypocycloïde gelijk aan de 
middellijn; zij kan dus niet anders dan eene middellijn zelve zijn. 

Dit laatste kan langs mechanischen weg nog op eene andere een« 
voudiger wijze worden gevonden. Onderstel daartoe weder, dat de 
beweging des cirkels NR, figuur 5, langs den vasten cirkel MR 
eenparig is, dan heeft het punt B , dat de hypocycloïde beschrijft, 
twee snelheden, wier richtingen door de pijltjes p en g zijn voorge- 
steld; die snelheden veranderen voortdurend van richting, maar z\jn 
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steeds even groot; de resulteerende snelheid, die, welke het pont B 
werkelijk bezit, deelt dus den hoek van p en q middendoor. Ver- 
eenigt men B met M, dan bli^'kt hoek QBM = hoek MBp te z^n; 
de beweging van het punt B is alzoo voortdurend op M gericht; 
waaruit volgt, dat de hypooycloïde in het bedoelde geval eene rechte 
lijn is, die door het middelpunt van den vasten cirkel gaat. 

4. De spiraal van Archimedes, 

De spiraal van Archimedes kan beschouwd worden als te z^n de 
richting der resulteerende beweging, samengesteld uit eene voort- 
gaande en eene draaiende beweging. 

Stel de hoeksnelheid der draaiende beweging van de lijn OP 
(figuur 6) 27, d. i. dat zij in ééne secunde van af de lijn OX 
eenparig een boog van 360° doorloopt; en dat het stoffelijk punt 
M in dien tyd eenparig een weg a er op aflegt; dan blijkt, dat 
dit punt twee bewegingen heeft, eene draaiende met de hoeksnel- 
heid 29r, en eene voortgaande met de snelheid a; beide snelheden 
blijven standvastig. Na ééne omwenteling is de afstand van het 
punt M op de lijn OP a%elegd a, zijne snelheid loodrecht op 

de l^n OP is dan %va\ zoo is na -» -% - secunde de snelheid 

Vt ^ n 

van M loodrecht op de lijn OP respectievelijk StXt*» ^srX-a, 

2 4 

1 2t 

25rX-« geworden. Stel nu — =4^, dan is de resulteerende of 

n n 

werkelijke snelheid van M, t? = V«* + ($«)* = « V 1 + ^* > na het 
doorloopen van den boog ^. De veranderlijke hoek 4^, gevormd door 
de lijn OP met de raaklijn aan de spiraal in het punt M, wordt bepaald 

door Tfl'J^rzr-^ =4); is b. v. (^ = 0, dan is Tom^ en dus ook 
a 

i|/ = 0; dat wil zeggen, in het beginpunt raakt de kromme de l^n 
OX. Voor 4> = <» wordt Tang 4^ = 00 en 4^ = 90®; dat wil zeg- 
gen, na oneindig veel omwentelingen der lijn doorsngdt de kromme 
de lijn OX rechthoekig. 

Ten einde de lengte van een bepaald gedeelte der kromme lijn te 
berekenen, hebben wij weder in 't algemeen ds=zvdi of 

rf« = « Vï+^x II = ^ rf0 Vf+?^. 
of ,=±rd4>}jT+^K 



«T- 



41 
Ten einde deze integraal te vinden, weten wij dat 

Deelt men hierin beide leden door c*, en stelt men vervolgens 

cc 

_ = <f , — of ook, stelt men eenvoudig c = 1, — dan verkrijgt men 

c 

dus is 

In de integraalrekening is voor de lengte van eenigen boog der 
spiraal van Archimedes gevonden 

^ W a « ^ I 1 XT 7 i8r4-\/ö*T^ 

in a 

In deze uitdrukking heeft a de waarde van r— , terwijl z •=. — 
Substitueert men eerst de waarde van a, dan verkrijgt men 

29r^+ V'-* + 4t*^2 



« = — V^* + 45r*;5» + — log* 



en daarna voor « de waarde terwql, daar hier de waarde van 

r dezelfde beteekenis heeft als a in de door ons gevonden uitdruk- 
king voor «, men r door a kan vervangen , — dan verkrijgt men weder 
even als boven 

« = ^{0VT+^+%(0+Vh^"'*)}. 

8. De onitoindende kromme van den drkel. 

Wij nemen aan, dat bij de ontwinding van den cirkel MA (figuur 7) 
het raakpunt F zich eenparig over den cirkelomtrek verplaatst. 

Stel dan, dat de cirkel in éene secunde wordt afgewenden, dan 
is op het eind der eerste secunde de veranderlijke straal der ont- 
winding 2 5rr; de hoeksnelheid 2t zijnde, is de snelheid van het 
punt, dat de kromme beschrijft, op het eind der eerste secunde 
2?rX2Tr =4T*r, 

terwijl de snelheid v op het eind van - secunde is 



2«-r 3t „ ^ « 

n n 

Nu is weder in het algemeen 

da ^zzvdtzi^ÓX^Trrx jt-* 
of ds ::=:zr0d0, 

dus 8^=z\r<P^ =:r(px\0* 

Hieruit blijkt, dat de lengte van eenigen boog der ontwindende 
kromme van den cirkel, gerekend van af het beginpunt, steeds ge- 
1^'k is aan den overeenkomstigen cirkelboog, vermenigvuldigd met 
de helft van de getalwaarde van den daarbij behoorenden hoek. 

6. De ellips. 

De ellips kan beschouwd worden als te zijn de richting der resul- 
teerende beweging, samengesteld uit twee slingerende bewegingen. 

Om het gezegde duidelijk te maken, plaatsen wij een stoffelijk 
punt in Q (figuur 8), en bewegen dit over de lijn QQj zoodanig, 
dat zijne plaats steeds samenvalt met de projectie op die lijn van 
een punt, dat zich over den halven cirkelomtrek ABC eenparig beweegt. 
Bevindt zich laatstgenoemd punt na bijv. 1,2,8 secunden in de 
punten ^i , a,, B (waarbij Aa, = «1^2 = ^^^ ^ i^)> ^^^ bevindt 
zich eerstgenoemd punt respectievelijk in y,, ^j en B. G^elijk be- 
kend is, komt de beweging van het punt over de lijn QBQj over- 
een met die van een stoffelijk punt, dat bewogen wordt door eene 
kracht, wier grootte evenredig is aan den afstand van het zich be- 
wegende punt tot het punt B. Het bewegende punt heeft zijne 
grootste snelheid in B; van af B tot Qi wordt die kleiner, en in 
laatstgenoemd punt is het gedurende een oneindig klein tijddeeltje 
in rust, om dan weder van Q, langs B tot Q zich te bewegen op 
dezelfde wijze als van Q naar Qj. 

Terwijl nu het stoffelijk punt zich op de aangegeven wijze over 
de lijn QQj beweegt, laten wij deze lijn zich evenwijdig aan haar- 
zelve beWegen, zóó dat alle punten dier lijn richtingen doorloopen 
loodrecht op de l^jn zelve; het punt B zal alzoo den weg BOD 
volgen, terwijl de beweging der lijn wordt ondersteld op overeen- 
komstige wijze plaats te hebben, als die van het stoffelijk punt over 
de lijn. Het punt B der lijn zal na 1, 2, 3 tijdseenheden zich 
bevinden in de punten ij, h^ en O; het heeft in O zijne grootste 
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snelheid, en beweegt zich verder naar D met a&emende snelheid; is 
in D gedurende een oneindig klein tijddeel in rust en keert ^an 
terug langs O naar B. Welke bewegingsrichting zal nu het stoffelijk 
punt hebben als resultante der twee genoemde slingerende bewegingen ? 

Bij de oplossing dezer vraag zullen wij alleen behandelen het ge- 
val, dat het stoffelijkpunt, over de lijn QQ^ zich bewegende, en de 
Iqn QQi zelve, op het einde van gelijke t^dsdeelen, na dat zij in 
beweging kwamen, steeds even groote snelheden hebben. Komen 
zij dan tegelijkertijd in beweging, dan zal, wanneer het punt 
een afstand Q^i heeft afgelegd, de lijn een even grooten afstand 
B3f hebben afgelegd; het punt zal zich dus bevinden in E en wel 
op eene lijn, die den hoek AQB middendoordeelt ; de beweging van 
het punt heeft dus in dit geval plaats langs genoemde deellijn. 

In de tweede plaats zullen wij aannemen, dat het stoffel^k punt 
zijne slingerende beweging later begint dan de lijn de hare, en 

wel - gedeelte van den t^*d, dien de lijn noodig heeft om den 

a&tand BO te doorloopen. Het punt zal dan eene kromme lijn be* 
schrijven, en om deze te leeren kennen nemen wij de l^nen B O en 
A O als coördinatenassen aan, zoodat van een willekeurig punt P 
der kromme OP|=a? en PPj=y de coördinaten zijn. Noemen 
wij nu boog BS = a, dan kan hierin boog AR worden uitgedrukt; 
deze boog toch stelt voor, de met standvastige snelheid afgelegde 
weg over den cirkel, overeenkomende met de beweging van het stof- 
felijk punt langs de lijn QQi, en daar dit - gedeelte van den tyd, 
noodig om den kwartcirkel te doorloopen, later in beweging komt 
dan de.l^'n, zoo is de over den cirkel afgelegde weg AR ook I — 

kleiner; bijgevolg is boog AR = a— ^-- . Stellen wy nog den straal 
des cirkels O A =: r, dan verkrijgen wij 

O P, = a? = rCo«a, 



PP, =y = rCb«(«-^) =irCosit.Co8 ^ +r5i»«.iSiM» 
\ n J -o» 

Stel Sin^=zp, en Co8—z=zg; 

Ion ^n 

dan is y =zqrCos»-\'pr8inai 



TT 
Ti' 



44 



hierin overgebracht Cb« « = - » 



wordt y z=zqx+pyjr* — x^ , 

dus y* — 2^ary + ^*»* ;;=jp'r*— ;3*a;*, 

(p^ + q^)x^ + Sf^-2qxff=p^r\ 
en ÓBSX p^'\-q^=il is, 

a?*+y*-2^a?y = r*-y*r> (1) 

Waaruit blijkt, dat ten eerste de kromme eene kegelsnede is, en 
ten tweede dat, daar de eerste machten van « en y er niet afison- 
dérlijk in voorkomen, O het middelpunt is. 

Nemen wij de lijn OQ, die den hoek AOB middendoordeelt , als 
nieuwe as der X, en eene lijn in O loodrecht hierop als nieuwe as 
der Y aan, dan zijn de nieuwe coördinaten van P 

Op = »j en Pj?=:yi. 

Nu volgt uit de figuur 

OPj =a? = jr,a?«45*-y, a>«45«=|a?, V 2^- |y, V^", 
en PP, =y = a?i^»45o+y,/S^»45ö=|a;, VHI^i V^". 
Deze waarden overgebracht in (1) komt er 



X 



1 f»i 



De kromme blijkt dus te zijn eene ellips, wier halve assen zijn 

OG = rVl + fl' en OK = r\/T^. 

Laat men het stoffelijk punt en de lijn tegelijkertijd in beweging 

komen, dan is— =0, dus Co8—z=,g=zl. De vergelijking 
n «tl 

(2) wordt door substitutie hiervan 

yi = 0; 
waaruit volgt, dat dan de beweging geschiedt langs de rechte lijn QO. 
Neemt men ten tweede » = 3 (zooals in de figuur is geschied) , 
dan is 
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^=|5r, dus (7m^ = |V8, 
waardoor de halve assen der ellips worden 

en 0K=rVl-|V3=| r (-1 + V 8). 

Neemt men ten slotte » = 1 , waardoor de bew^ng van het 
stoffelijk punt eerst aanvangt , wanneer de l^*n QQ| in den stand 
AOG is gekomen, dan is 

Be vergelijking (2) verandert daardoor in 

waaruit blijkt, dat in dit geval de resulteerende beweging plaats 
heeft over den cirkelomtrek A BC BA. 

Ten einde de snelheid van beweging van het stoffelijk punt 
in eenig gedeelte z^ner elliptische baan te leeren kennen, herinneren 
wijj, dat die snelheid in elk punt de resultante is van twee snelhe« 
den, namelijk van die langs de li^'n QQ^ en die van deze lijjn zelve; 
wijj dienen dus elke dezer snelheden te bepalen. Eeeds is opgemerkt, 
dat de beweging van het stoffelyk punt langs de lijn QQ| plaats 
heeft 9 volmaakt op dezelfde wijze alsof op hetzelve eene kracht 
werkte, die evenredig is aan den afstand van het bewegende punt 
tot het midden B der lijn. Noemen wij de massa van het punt, dat 
in Q wordt geplaatst, if, en is de waarde K der kracht in het punt 
Q op de massa M werkende zoo groot, dat, wanneer zij alleen, met 
haar vol vermogen, voortdurend op M werkte, zy eene standvastige 
versnelling O zoude geven; dan wordt de versnelling, die zij bij de 
aangenomen voorwaarde in een willekeurig punt Q, teweegbrengt . 
als volgt verkregen. Noemen wijj s den afstand QQ, , dan wordt de 
grootte der kracht in het punt Q, gevonden uit 

kracht in Q, : K:^ r^a : r, 

kracht in Q, =: Xi^. 

Be versnellingen der massa evenredig zijnde met de op deze wer- 
kende krachten, heeft men 

versnelling in ö, =r öj = x G» 

T 

1% het stoffel^k punt na t secunden van Q in Q| aangekomen, 
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en is sdjne snelheid aldaar v, dan kan laatstgenoemde versnelling 
ook worden voorgesteld door 

^^dv dv vdv^ 

' dt d8 d8 ' 

V 

alzoo is 

vdv r — 8^ 

da r 
vdv=z xOda, 

T 
G8^ 

|©*z=Ö«— |X + standvastige. 

Daarvoor « = ook o=iO is, heeft men de standvastige = O, en 
t?* = 2G«-— (3) 

Wil men nu de snelheid v kennen , bijv. in het uiteinde K der 
kleine as van de elliptische baan, zooals die in onze figuur is aan- 
genomen, dan ziet men, dat deze de resultante is van twee even groote 
snelheden v, en o,, welke even groot zijn, omdat zij de snelheden 
voorstellen van het punt en van de lijn, op even grooten afstand 
van het middelpunt der slingerbeweging. Daar formule (3) geldt 
zoowel voor de beweging van het punt over de lyn QQ| als van 
deze lign zelve, hebben wij alleen den afstand « = QH te bereke- 
neuy en dezen over te brengen in (3). Hiertoe is 

HB = OK X i V^ = i r(- 1 + V 3) V 27 
QH=« = r--ir(-l+V3)V2=^(l + iV2-iV6). 

of v,^ = (7r(l + i VM V6)(l-i \/2+i \/6) = 

t;, = |(V2 + V6)Vö"r. 
Eindelijjk is 9 = 0| V^, dus 

v = \{\2 + yl6)^JG? = i{l + }Js)yjG?. 
De lengte der ellips kan op de volgende wijjze worden geven- 
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den. Stel Q^,=a;, en de snelheid in het overeenkomstige punt 
a^ der ellips, o«, de samenstellenden snelheden aldaar v^ en v^, 
dan is 



Ten einde ©^ te vinden, merken wij op, dat deze even groot is 
als de snelheid van het stoffelijk punt langs de 1^'n QQi, wanneer 
het van af qi nog in beweging geweest is \ van den tijd, noodig 
om den afstand QB te doorloopen. Wij moeten dus eerst laatstge- 
noemden tijd vinden, en hebben daartoe 

dx 



dx^vdt of dtzzz 



^/ 



-(2ra:-a;«) 



Stel nu, dat de kracht, die aan het stoffelijk punt de beweging 
langs QQi mededeelt, z66 groot is, dat Oz=zl is, dan is 

■f^ de \/r - ^ ,- X 

dt = — 7- of tz=z.\rxhoogSmver8 -• 

yj^rx-x^ r 

Voor het punt B is aj=:r, dus is aldaar ^ = |5rVr en alzoo 

I— *— X 

|^ = -J-9rVr. Verder volgt uit t =:\rXbooff Sin vers- 1 

- = /»» t?^« — -= of xz=:rSinvers—T:,» 
r yjr >] r 

De waarde van het deel der lijn QB, van af Q gerekend, dat 
het stoffelijk punt doorloopen heeft, wanneer het behalve den tijd 

tzzL \jrXhoog9inver8 -, nog | jt V^ seconden in beweging ge- 

T 

weest is, o^i noemende, hebben wij 



«, =r 



^rx^oog Bin vers- +i5r V>* 



^^rSint>er9 



= rBin vers (hoog Co8 ^^^ +boogCb8^ V 3 j ; 
en daar 

ioog Cosp + hoogCosq ss: èoogOoê{(jffi'^ V(l — i?*)(l— ^^)) i 
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., =r8inverstoo,a„ {tl^ - ^ (l-^) (1-|)} = 
:=:z r Sin vers èooff Cos — {(r— a?) Vs- V^raj-a?*} = 

Deze waarde inroerende voor x in 



»* 



»^=Y/ -(2r-a:)ir, 
en evenals boven G := 1 stellende, verkrijgt men de waarde van o^. 

De waarden van v^ e» «?* overbrengende in t?,= Vt'* *+»**> 

ü,-=\/i (2ra?-a?»)+ - (\r^ + rar-i«* + ^ (r-a?) \/8{2raj-^, 
of na herleiding 

r, = -^ Vl2ra?-6a?* + >-* + 2(r-a?)V3(2rx-aj«), 
2 \]r 

De lengte van eenigen boog der ellips van af het punt L, s noe- 
mende, heeft men ds = vdt. Alzoo 

2\/r T ^ \ \]%rx-x^ 
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2 V 2rar- x'- " * ^^ 

Vroeger vonden wij O G = « = ] r (1 + V 3) en O K = 3 = 

z=:4-r(-l+ V^); waaruit volgt rrra-^, of r = a - \! a^-e^. 
Dit overbrengende in (1) 



Een der vormen (1) of (2) integreerende tusschen de grenzen 

x=.^ en a; :r= 2 r, of ar = O en ic = 2 (a— V «* *-"«*) vindt men 
de lengte der halve ellips. 

7. Be pardbooL 

Laat OPU (fig. 9) voorstellen de parabolische bewegingsrichting 
van een lichaam, dat met eene snelheid a uit O wordt voortgewor- 
pen in de horizontale richting OY, en op hetwelk alleen zijn eigen 
gewicht M werkt; dan zijn van een willekeurig punt P dier baan 
de coördinaten xz=i\gt'^ en f/=.at; de vergelijking dier parabool 

is dan y- = t. 

9 
Het lichaam heeft, in het punt P der baan aangekomen, twee snelhe- 
den, de eene a in horizontale, de andere h ■=.fft ■=.— in verticale 

a 

richting; de werkelijke snelheid van het lichaam is gericht volgens 
de raaklijn in het punt P der baan, en heeft eene grootte van 



Ten einde de lengte van eenigen boog der parabool, gerekend 
van af haren top, te bepalen, heeft men weder in 't algemeen 
ds zzivdt, of 



,.=^.^,(U)\,l = ±^U,.^Sr. 



2a* 
of =« stellende 

9 
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2 /»2 

dus *=^Jrfyy/^+y». 

Om deze integraal te vinden weten wij 

dus is 



'=|j|y\/^+yH>»^ir" 



4_ 



evenals in de integraalrekening wordt gevonden. 

Ook de kromtestraal der parabool kan langs mechanischen weg 
worden gevonden, en wel op de volgende wijze. De kracht, die 
gedurende de parabolische beweging op het lichaam werkt, is alleen 
zijn eigen gewicht M, en kan in elk punt worden ontbonden in twee 
andere; de eene MSinip in de richting der beweging, de andere 
MCosCp, er roodrecht op ; de hoek(p stelt hierbij voor den hoek, dien 
de richting van beweging in het bedoelde punt maakt met de raaklijn 
aan den top. De middelpuntvliedende kracht van het lichaam is 

, waarin v de snelheid van het lichaam in het punt P, en r 

de kromtestraal aldaar voorstelt; en daar de ontbondene , loodrecht op 
de bewegingsrichting, gelijk is aan de middelpuntvliedende kracht in 
elk punt der baan, zoo heeft men de gelijkheid der beide verander- 
lijke waarden 

waaruit 



ffCO80 



Nu is zooeven gevonden v = y a^ -\- ( — \ , en uit de figuur 
blijkt dat 



Cos0 = l% = ^y 



ï'Q VyH4 



07* 
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is, omdat Tolgens eene bekende eigenschap der parabool OQ = OF 
is. Deze waarden in die van r overbrengende 



r 
ffX 



\Jy*+4:i 



'={j^i''W^^T- 



en daar — = J p is , 
9 



r={ip^2x)^l+j. 



<^ 1, 1 -^^ (^' + 4//-)' 

of na herleiding r = ' ' , 

2p^ 
evenals in de integraalrekening wordt gevonden. 

- 8. Kromme lijnen op een cilinder vlak, 

a. Op het rond oppervlak van een cirkelvormigen cilinder bevindt 
zich een stoffelijk punt; het beweegt zich eenparig in de richting 
eener beschrijvende lijn, de cilinder zelf heeft eene eenparig draaiende 
beweging om zijne as. Indien wij het oppervlak van den cilinder 
ontwikkelen, door het volgens de beschrijvende lijn, waarop zich het 
punt bevindt, door te snijden, dan verkrijgen wij den rechthoek 
A BOD (figuur 10), terwql A de plaats van het punt en A B de 
Qmtrek van den cirkel des grondvlaks is. Daar de cilinder eene 
eenparig draaiende beweging heeft, zal het stoffelijk punt, indien het 
geene beweging langs de beschrijvende lijn had, zich, bewegen in 
den zin van den cirkelpmtrek des grondvlaks, en in het ontwikkeld 
oppervlak langs de rechte IqnAB; na eene secunde zal het bijv. in E 
zgn aangekomen. Is AE = EE = FG = GB , dan zijn E, G en B de 
punten, alwaar het stoffelijkpunt zich na twee, drie en vier secunden 
bevindt. Tegelijkertijd heeft het stoffelijk punt de beweging langs de 
rechte beschrijvende lijn , en zal in een secunde daarop een weg bijv. 
AH afleggen. Daar het evenwel tengevolge der draaiende beweging 
den weg AB is voortgegaan, zoo bevindt het punt zich werkelijk in 
I, zóó dat EI = AH is. Na verloop van twee secunden, heeft het 
punt op de besohryvende ïyn een weg A K = 2 A H afgelegd , en is 

4* 
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dus in L. aangekomen, waarbij FL=AK is; blijkbaar zijn de pun- 
ten A, I en L op eene rechte lijn gelegen. Het punt volgt alzoo 
in het ontwikkeld cilindervlak de rechte lijn AILN, met eene een- 
parige beweging, wier snelheid =: AI is. Brengt men den recht- 
hoek tot zijne vorige cilindervormige gedaante terug, dan gaat de 
rechte lijn AN over in de gewone schroeflijn; waaruit blijkt, dat het 
stoffelijk punt tengevolge van de eenparige rechtlijnige en draaiende 
bewegingen eene gewone schroeflijn beschrijft met standvastige 
snelheid. Doorloopt het stoffelijk punt den cirkelomtrek, welks straal 
r is, in ^ secunden, dan is zijne snelheid in de richting der draai- 

27rr 
ende beweging — r-; doorloopt het punt in denzelfden tijd op de 
t 

beschrijvende lijn een afstand A = de spoed der schroeflijn, dan is 
de snelhc 
dus zijn 



de snelheid in die richting j . De snelheid langs de schroeflijn zal 



^(¥)"+(?)'=^\/'+(i^,)'= 

= —T- V 1 + Oot* X = -— ■ Coaecec, 
t t 

b. Heeft de cilinder eene eenparig draaiende, en het stoffelijk 
punt eene eenparig versnelde beweging langs de beschrijvende 
lijn , dan zal het punt tengevolge der draaiende beweging in de eerste 
secunde bijv. den weg A E (flg. 11) afleggen, en op het einde der 
tweede en derde secunden in F en G zijn aangekomen. Tengevolge 
der voortgaande beweging legt het in de eerste secunde bijv. den 
weg AH af, en is dus werkelijk in I aangekomen; in de eerste twee 
secunden is de afgelegde weg vier maal die in de eerste secunde, 
dus =4EI; is AK = 4AH en EL = AK, dan is L de plaats 
waar het punt na twee secunden is gekomen. Neemt men evenzoo 
GrM = 9AH, dan is M de plaats waar het punt na drie secunden is 
gekomen. De punten A, I, L en M liggen blijkbaar op eene para- 
bool; terwijjl, indien L bijv., de plaats is, alwaar het punt na t se- 
cunden is gekomen, men heeft 

AF=y = AEx^, 

en FL=a; = iG^* = EIx^^ 

:i » EA* 

dus y* =z= -— XX. 
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Hieruit blijkt, dat de parabool hare as heefb langs de besGlunljyende 
lijn Tan het beginpunt, terwijl zij met haren top den cirkelomtrek 
van dat punt raakt. 

c. Heeft de cilinder eene eenparig versneld draaiende bewe- 
ging, terwijl het stoffelijk punt op de beschrijvende lijn eene een- 
parige beweging heeft; dan zal men, op dezelfde wijze redeneerende , 
de stukken AE = EF = FG =: GH (fig. 12) = de snelheid der een- 
parige beweging nemende, en AK den afgelegden weg in de eerste 
secunde, AL = 4AK dien in de eerste twee, AM:=9AK dien 
in de eerste drie, AN = 16AK dien in de eerste vier secunden ne- 
mende, door samenstelling dier twee bewegingen de punten A, O, 
P, Q en K verkrijgen, die op eene parabool liggen, welker top 
A de beschrijvende lijn van dit punt raakt. Wordt de rechthoek 
ABCD gewonden om een onbeweeglijken recht cirkelvormigen cilin- 
der, dan gaat de parabool over in de zoogenaamde parabolische 
schroeflijn, en zal een stoffelijk punt, dat deze kromme volgt en 
in de richting der beschrijvende lijn eene eenparige beweging heeft, 
eene eenparig versnelde bezitten in eene richting loodrecht er op. 

Stelt men zich voor, dat de ziel van een vuurmond van trekken 
(smalle ondiepe groeven) is voorzien, die het beloop dezer paraboli- 
sche kromme hebben; dan zal een projectiel, dat met zijne nokken 
zich in die trekken bevindt, en dat eene eenparig voortgaande bewe- 
ging in de ziel heeft, eene eenparig versneld ronddraaiende bewe- 
ging bezitten. Bij het Nederlandsch ijzeren kanon van 24* cM kali- 
ber (middellijn van de ziel) zijn de trekken na ontwikkeling der 
cilindervormige ziel, parabolen; de hellingshoek groeit aan van 0° 
tot 6°. Maken zij n omwentelingen in de ziel, is de straal van 
deze r, en hare lengte l, dan zijn de coördinaten AB en BS van 
het eindpunt 2?rrX» en l; deze overbrengende in de vergelijking 

der parabool, verkrijgt men P z=j>x^7rrny waaruit p = — ; en 

dus is de vergelijking der ontwikkelde trek 

De waarden van l en 2?r«r zijn bij genoemd kanon 3%3715 en 
0'n,1772, zoodat de vergelijking hierbij wordt 

y*:^ 64,15 rp. 

De voortgaande beweging van het projectiel in de ziel eens vuur- 
monds tengevolge van de spanning der buskruitgassen is evenwel 
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niet eenparig; de verschillende proeven tot dusverre hieromtrent ge- 
nomen, hebben wel een en ander doen kennen, maar nog geen vol- 
doende licht gegeven. Een dezer proeven, o. a. vermeld op blads;. 
41 en 43 der Handleiding tot de kennis der Artillerie, Jfdeeling 
Techniek, Hoofdstuk II, door den Kapitein der Artillerie C. L. van 
'P£SCH, heeft bestaan in het meten der snelheid, die een uit een 
'vuurmond geschoten projectiel bezit, op het oogenblik, dat het de 
monding verlaat; welke bewerking verscheidene malen werd herhaald, 
na vooraf den vuurmond telkens met zeker bedrag te hebben verkort 
^(door van af den kop des vuurmonds stukken af te zagen, in eene 
-richting loodrecht op de as der ziel). Hiermede werd voortgegaan, 
totdat de voorkant van het projectiel gelijk kwam met de monding, 
nadat het zoover mogelijk achter in de ziel was gebracht; en men 
-vond daardoor de snelheden, die het projectiel bezit op verschillende 
punten van zijn weg in de ziel des kanons. De proeven werden 
genomen met een getrokken gietstalen achterlaadkanon van 6 f^ (9,4 
cM kaliber); de snelheden werden gemeten met den electroballistischen 
slinger van Navez. Hoewel zich bij deze proeven verschillende 
moeielijkheden voordeden, die slechts ten deele waren te overwinnen, 
en waardoor enkele verkregen snelheden waarschijnlijk onjuist zijn, 
meenen wij er toch het volgende uit te mogen trekken. 

1". dat de vermeerderingen in snelheid, die het projectiel ver- 
krijgt, verschillend» zijn, maar het grootst in het eerste gedeelte, stel 
het eerste derde gedeelte der ziel; 

2<*. dat bij kleine buskruitladingen de vermeerderingen in snelheid 
van het projectiel, naarmate het meer de monding nadert, afne- 
men; en 

3*. dat bij zware buskruitladingen de vermeerderingen in snelheid 
in het begin, stel het eerste derde deel der ziel, vrij standvastig 
zijn; daarna, stel in het tweede derde deel der ziel, afnemen; daarna 
weder, stel in het laatste derde deel der ziel, weder iets toenemen. 

Deze uitkomsten stemmen vrij wel overeen met hetgeen volgt uit 
de beschouwing van de verbranding der buskruitlading en de daar- 
door gevormde gassen. Eerstens zal bij eene groote buskruitlading 
het geheel ontbranden der lading iets langer duren, dan bij eene 
kleine; het verbranden der kleine lading zal waarschijnlijk afgeloo- 
pen zijn, wanneer het projectiel nog slechts een klein gedeelte van 
zijn weg in de ziel heeft afgelegd,- omdat bij achterlaadkanonnen, 
waarbij de projectielen zich zonder speelruimte bewegen, en dus sterk 
klemmen, een zeer groote wrijvingsweerstand moet overwonnen wor- 
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den; en omdat de spanning der ontwikkelde gassen gering zal zijn 
(evenwel altijd nog tusschen 1000 en 2fOOO atmosfeeren), daar de 
buskruitlading de ladingsruimte niet geheel vult. Bij groote ladin- 
gen, bijv. zij, die de ladingsruimte geheel vullen, werken de gassen 
vooreerst direct op het projectiel en hebben meer spanning; het pro- 
jectiel komt dus spoediger in beweging en kan reeds bijna de ge- 
heele ziel hebben doorloopen, vóór dat alle gassen ontwikkeld zijn; 
en daar de temperatuur dier gassen toeneemt , naarmate er meer ont- 
wikkeld worden, neemt de snelheid van verbranding van het buskruit 
toe, en worden dus op het einde der beweging van het projectiel 
in de ziel nog betrekkelijk veel gassen ontwikkeld, waardoor de 
vermeerdering in snelheid des projectiels dan iets kan gaan toene- 
men. Dit laatste zal vooral het geval zijn bij die vuurmonden, waar- 
bij buskruit gebezigd wordt, wier korrels de gedaante hebben van 
prisma's met een of meer gaten doorboord; hierbij wordt namelijk 
niet, zooals bij de gewone tamelijk ronde korrels, het verbrandend 
oppervlak voortdurend kleiner, maar blijft ongeveer even groot. 

Voor groote buskruitladingen wordt bovendien meestal buskruit 
gebezigd van grootere dichtheid, hetwelk de eigenschap heeft lang- 
samer te verbranden en dus voortdurend gassen te leveren, zoolang 
het projectiel in de ziel blijft. Het hierbij afnemen van de vermeer- 
dering in snelheid des projectiels, in het tweede derde deel der ziel, 
kan verklaard worden uit de omstandigheid, dat de werking van het 
uit zettings vermogen der, gedurende de beweging van het pro- 
jectiel in het eerste derde deel der ziel gevormde, gassen minder 
krachtig zal wezen, dan die werking, in het laatste derde deel der 
ziel, van de gassen, gevormd gedurende de beweging des projectiels 
in de eerste twee derde deelen der ziel ; immers de gassen, in het eerste 
derde deel der ziel gevormd, zullen bij uitzetting in eene ruimte, 
gelijk aan de eerste twee derde deelen der ziel, hun oorspronkelijk 
volume verdubbelen, terwijl de gassen gevormd in de eerste twee 
derde deelen der ziel, bij uitzetting in eene ruimte gelijk aan de ge- 
heele ziel, slechts de helft van hun oorspronkelijk volume toenemen. 

Voor onze beschouwingen is het voldoende, wanneer wij uit boven- 
staande redeneeringen het gevolg mogen trekken, dat bij een of 
anderen vuurmond, de beweging van het projectiel in het eerste 
derde deel der ziel (ongeveer) eenparig versneld is, en in de laatste 
twee derde deelen, oneenparig versneld, zoodanig dat de versnelling 
alleen het gevolg is van het uitzettingsvermogen der reeds gevormde 
gassen. 



In dit geval kan de vraag rijzen: wanneer de trekken van een 
Yuurmond parabolisch zijn^ wat zal dan de aard der ronddraaiende 
beweging des projectiels zijn? 

Nemen wij vooreerst aan, dat de voortgaande beweging des pro- 
jectiels eenparig versneld is, en dat het na een secunde bijv. den 
weg EH, (fig. 13) na twee secunden den weg PI = 4EH, na drie 
secunden den weg GK==9EH, enz. heeft afgelegd; dan zoude, 
wanneer de trekken in den vuurmond rechtlijnig schroefvormig waren , 
de beweging van de nokken des projectiels in de richting van den 
cirkelomtrek loodrecht op de as der ziel des vuurmonds eenparig 
versneld zijn; immers na een, twee, drie secunden zouden de afgelegde 
wegen zijn A E, AF en AG, die zich verhouden als 1:4:9; de 
draaiende beweging des projectiels is dus in dit geval eene eenparig 
versnelde. 

Hebben evenwel de trekken in den vuurmond alle, na ontwikkeling, 
de gedaante der parabool ALMK, dan zal, wanneer het projectiel 
een afstand EH voorwaarts heeft afgelegd, het niet meer een boog 
A E zijn rondgedraaid , maar een kleineren boog AP, die gevonden 
wordt door op de parabool een punt H' te bepalen, dat even ver 
van AB verwijderd is als H; evenzoo vindt men delengte AQ van 
den boog, dien het projectiel is rondgedraaid na verloop van twee 
secunden, door op de parabool het punt I' te bepalen, dat evenver 
verwijderd is van AB als I. Het snijpunt der parabool ALMK, 
met de rechte lijn A HIK bepaalt den even grooten boog AG, dien 
het projectiel zoowel bij den parabolisch schroefvormigen, als by den 
rechtlijnig schroefvormigen trek, op het einde van gelijke tijden zal 
zijn omgedraaid. 

Hieruit volgt dus , dat bij parabolische trekken en bij eene eenparig 
versnelde voorwaartsche beweging van het projectiel, de afgelegde 
wegen der draaiende beweging van dit laatste, in het eerste gedeelte 
van zijn weg in de ziel kleiner, in het laatste deel grooter zijn, 
dan zij zouden wezen , indien de ronddraaiende beweging eenparig 
versneld was met eene versnelling behoorende bij de schroeflijn A HIK; 
de draaiende beweging is dus oneenparig versneld met toenemende 
versnelling. Ten einde deze beweging eenigzins nader te leeren 
kennen, beschouwen wij nogmaals fig. 13. Na een secunde heeft het 
projectiel den afstand PH' voorwaarts afgelegd; na twee secunden 
den afstand Ql', enz.; is nu PH' bijv. z=id^ dan is QI' = 4 e?, en 
de daarbij behoorende abscissen AP en AQ worden gevonden uit de 
vergelijking y* i=^j!?a?, namelijk 
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P V P 

Hieruit blijkt, dat na een, twee, drie secunden de doorgeloopen 
bogen zich verhouden als 1* : 2* : 3*; de vergelijking der beweging 
zal dus zijn 

ds 
Ten einde de snelheid te vinden, heeft men —- =.^aP\ terwijl 

at 

de versnelling bepaald wordt uit -— - = 120^*; deze laatste blijkt 

evenredig te zijn aan de vierkanten der tijden. 

De kracht, die oorzaak is van deze versneld draaiende beweging, 
zal, daar de versnelling toeneemt in reden van de vierkanten der 
tijden , in gelijke mate toenemen ; zij zal dus bij het begin der bewe- 
ging kleiner zijn dan in het geval, dat de trekken in den vuurmond 
van af het begin reeds de helling hadden, die de parabolische trek 
bezit aan de monding; bijgevolg zal ook de kracht, waarmede de 
nokken van het projectiel tegen de wanden der trekken botsen bij 
het ontbranden der buskruitlading minder hevig zijn, en zal toch 
de verlangde snelle wenteling van het projectiel om zijne lengteas 
verkregen worden. Tengevolge van deze snelle omwenteling verkrijgt 
het projectiel eene, met de afstanden toenemende maar voor eiken 
afstand standvastige, en vooraf bekende afwijking van uit het vertikale 
vlak van de as der ziel, die dus ook vooraf kan verbeterd worden. 

Is de voortgaande beweging van het projectiel in de ziel oneenparig 
versneld met afnemende versnelling, zoodanig dat de buskruitgassen 
alleen met hun uitzettingsvermogen op het projectiel werken, dan 
kan de beweging van dit laatste als volgt onderzocht worden. Laat 
A'B' rr. a '^figuur 14) de lengte der ruimte zijn, die de gassen inne- 
men, wanneer de buskruitlading geheel verbrand is, en BB' de 
grootte, in zekere maat uitgedrukt, hunner spanning aldaar; en ne- 
men wij B'C'=:iC'D'=D'F=:A'B', en de loodlijnen CC', DD', 
E E' respectievelijk gelijk aan J-BB', J BB', JBB'; dan stellen deze 
laatsten voor de betrekkelijke grootten van de spanningen der bus- 
kruitgassen , wanneer de lengten der ruimten, die zij innemen, ge- 
worden zijn A'C', A'D', A'E'. De meetkundige plaats der punten 
B, C, D, E, enz. is de gelijkzijdige hyperbool, waarvan A'X en 
A'Y de assen zijn; immers voor twee verschillende punten C en D 
heeft men A'C'x CC' = A'D'x D B'. Noemen wij P de spanning B B', 
dan is de spanning P, die de gassen bezitten, wanneer zij eene 
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ruimte A'B'-fo? vullen = X P. Is verder de versnelling, 

die P aan hek projectiel zou geven, wanneer zij voortdurend, met 
haar vol vermogen werkte, G, dan is de versnelling G' der 

kracht P' : — - x G. Is op genoemd tijdstip de snelheid des pro- 

jectiels v, dan heeft men G' = V^ = — ^ X G, 

dx X'\ a 

vdv= — ^-r— XG^ 

X A-a 
v^=i ^aGloa--^—' 
a 

De betrekking, die er bestaat tusschen den tijd t en den afgeleg- 
den weg a?, wordt gevonden uit dxz=.vdt. 



Stel = ic, , dan wordt dt=z\/ ^xda!,x (%a!,)"' . 

*~\/ ¥g ^'^' {(^"^ '».)"* +f(%».)''"' + M (%«,)-*-* + enz. } = 

Aangezien de betrekking tusschen x en t vrij ingewikkeld is, 
zullen wij volstaan met op te merken , dat ook bij deze voorwaartsche 
beweging des projectiels, de vervanging van den schroefvormigen 
trek door den parabolischen in de ziel des kanons, de versnelling der 
ronddraaiende beweging van het projectiel kleiner zal worden in 
den aanvang dier beweging, en grooter op het einde. 



EENIGE TOEPASSINGEN VAN DE THEORIE DER SINGU- 
LIERE INTEGRALEN RIJ DIFFERENTIAALVERGE- 
LIJKINGEN DER EERSTE ORDE, 



P. J. HOLLHAN. 



1. Wil men de singuliere integraal van eene totale differentiaal- 
vergelijking der eerste orde 

f{x,y,p) = ü, (I') 

dy 
waarin p het differentiaalquotient —• voorstelt, opzoeken, dan kan 

d X 

mon twee wegen inslaan; men kan haar vinden uit de algemeene 

integraal van, hare standvastige begeleid , of uit de diiferentiaalverge- 

lijking zelve. 

In het eerste geval difiFerentieert men de algemeene integraal 

F{x,y,A) = (I) 

op de gewone wijze, waarbij men A als standvastig beschouwt; hier- 
door verkrijgt men 

dyF dy <^^F 

Jy dx Sa? * • V ; 

Vervolgens differentieert men die ftinctie in de veronderstelling 
dat ook A veranderlijk is 

^^.^ + ^-^ + ^^.^ = (1I-) 

dy dx^ ?a? ^ 'd.i dx ^ ^ 

Zondert men uit beide vergelijkingen — af, dan komt er 



en 
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^^^.(bl.,^^) (in) 

dx \^^ ^y J \ (^-^ ' 'dy ) dx ' * ' 

Beide uitdrukkingen kunnen onmogelijk aan elkander gelijk zijn, 
tenzij men hebbe 

s=» <'^'> 

m-'-^)-^ <- 

Integreert men de eerste dezer uitdrukkingen, dan vindt men de 
standvastige -^, en komt men op de algemeene integraal terug. De 
tweede uitdrukking (IV) leert de singuliere integraal kennen , bijaldien 
deze bestaat. 

Hoe gemakkelijk de bewerking ook afloopt, zij men toch bedacht 
om gemeenschappelijke factoren in teller en noemer te onderdrukken; 
zonder deze voorzorg kan men op den vorm O : O stuiten. 

Is dé gevonden waarde van A eene functie van ar, zoodat men 
j£z=z^{x) bekomt, dan gaat de algemeene integraal [I] over in 

^(^,y3*W) = 0, (V) 

en deze vergelijking is eene singuliere integraal; 

levert de gevonden waarde van A uit (IV) eene functie van y op , 
zoodat men heeft -^ = J/, (y), dan wordt de algemeene integraal 

^(^,^*i'(y)) = 0, (V-) 

welke vergelijking andermaal tot de singuliere integralen behoort; 

maar A kan ook functie wezen van x en van y, in welk geval 
men Aj=z(p(x,y) vindt, waardoor de algemeene integraal wordt 

F{x,y,(t>ix,y))z=:0 (VI) 

Hieruit blijkt niet terstond, of zij eene singuliere dan wel eene 
bizondere integraal is; want tusschen x en y kan eene betrekking 
bestaan, waardoor ^ix,y) standvastig wordt. Zondert men uit (VI) 
y af, zoodat men y z=z xip) bekomt, dan gaat daardoor (I) over in 

^(^.;cW.^) = 0; (VI') 

of lost men x op uit (VI), waardoor men xis^Xiiv) bekomt, en 
brengt men die waarde in (I) over, dan heeft men 

nxi{y\y.^ = ^ (VP) 
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Is nu de waarde van Ay uit beide laatstgenoemde vergelijkingen 
voortvloeiende, geheel bepaald, dan is (VI) eene bizondere integraal; 
vindt men echter voor A eene functie van x of van y , dan behoort 
de vergelyking tot de singuliere integralen. 

Eindelijk kan het gebeuren, dat (IV) eene uitdnikking geeft, wanrin 
A ontbreekt ; men moet dan onderzoeken, of die uitdrukking overeen 
te brengen is met de gegevene differentiaalvergelijking (I''), dat is, 
in deze gesubstitueerd, haar identiek maakt; en vervolgens zich verder 
overtuigen, of de uitdrukking tot de singuliere of bizondere integra- 
len te brengen is. Om dit laatste te kunnen doen, zondert men x 
of y uit de gevonden uitdrukking af, en brengt de waarde over in 
de algemeene integraal (I). De waarde van A^ welke (I) na die 
substitutie oplevert, is of standvastig of eene functie van x of van y. 
In het eerste geval heeft men met eene bizondere integraal, in de 
beide laatste gevallen met singuliere integralen te doen. 

Gaan wij nu over tot de tweede methode, of het opzoeken van de 
singuliere integraal uit de oorspronkelijke differentiaalvergelijking. 

Wanneer men (1*) herhaalde malen differentieert, zoodat men de 
differentiaalvergelijkingen van de tweede, derde, enz. orde 

^»(*'y'^'0)=« (^') 

/-(-^'-'0'£f 0)=« (^') 

bekomt, dan voldoen, zooals bekend is, deze vergelijkingen zoowel 
aan de algemeene als aan de bizondere integraal, wanneer men in 
plaats van de bestanddeelen 

d^y d^y d'^y 

^'^'dx^' dx^' dx"* 

de overeenkomstige uitdrukkingen substitueert. Door de singuliere 
integraal worden echter niet alle differentiaalvergelijkingen van wille- 
keurige orde vervuld. De algemeene integraal toch van eene diffe- 
rentiaalvergelijking der eerste orde gaat in eene singuliere over, bij- 
aldien lut de algemeene en de singuliere voor 3^ of jp twee geheel 

ax 

gel^kvormige uitdrukkingen voortvloeien; daartoe is het noodig, dat 
men voor de standvastige eene geschikte functie kan vinden. Slechts 



62 

bij uitzondering vindt men gelijkvormige uitdmkkingen voor ~; 
en het verschijnsel is nog zeldzamer, wanneer er sprake is van 

d^y d'y 

Hieruit volgt noodwendig 

1°. dat de vergelijking (I') aan hare singuliere integraal voldoen 
Bioet^ 

2°. dat de uit (I') afgeleide differentiaalvergelijking der tweede 
orde (I*) voldoet aan de uit (I') afgeleide singuliere integraal, het- 
welk alleen mogelijk is, wanneer het 

d^y 

a, onafhankelijk van j-y geschieden kan, of wanneer 

b, bij uitzondering uit de algemeene en de singuliere integraal 

d^V 
voor v^ geheel gelijkvormige uitdrukkingen voortvloeien. 
dx 

Soortgelijke redeneering kan men toepassen op 4e differentiaal^ 
quotiënten der derde, vierde, enz. orde. Men ziet dat de singuliere 
integralen zeldzamer moeten wórden, naarmate de orde der differen* 
tjaalquotienten hooger is. 

§ 5. Differentieert men (I*), dan bekomt men 

fe"+^"-+¥-^=» <-■■) 

d^y 



dx 



2 ' 



Zal nu aan (VII) voldaan worden, onafhankelijk van 
dan splitst zich deze vergelijking in de beide volgende 

^+^.^, = 0. (vn-) 

d« ^y 

^^=0 (VII*) 

Het komt er dus op aan, om eene functie te vinden, die aan 
(1*), (VII') en (VU*) voldoet. Om zulk eene functie op te spo- 
ren, zondert men j9, of x, of y, of zelfs eene geheele uitdrukking uit 
(1*) af, en brengt haar in (VII') en (Vil*) over. Scheidt zich nu 
bij deze vergelijkingen een gemeenschappelijke fector N af, dan ziet 
men terstond in, dat aan beiden voldaan wordt door de voorwaarde 

N:=iO .......... , . . (VIII) 

Men moet derhalve eene functie 



*(a?,y) = , . (IX) 

zoeken, welke gelijktijdig aan (1') en (VIII) voldoet. 

Bestaat er werkelijjk zulk een gemeenschappelijke factor iV, dan 
gaat (I*) over in 

^(^+«0)=« (^') 

waarin de drie uitdrukkingen iV, P en Q hoogstens de drie bestand- 
deelen a?, y en jp kunnen bevatten. 

Merkwaardig is het geval, waarbij de differentiaal van (1*) recht- 
streeks in twee factoren kan worden gesplitst, zoodat men zonder 
eenige substitutie het product 

ƒ. («. hp) 'A (*. y.i»' 0) = o (10 

bekomt. 

Kan men geene betrekking tusschen x en y vinden, welke vol- 
doet aan (I") en aan (VIII), dan bestaat er ook geene singuliere 
integraal. In het ander geval moet men nog onderzoeken , of men 
met eene bizondere of eene singuliere integraal te doen heeft; men 
neemt ' daartegen zijn toevlucht tot de vergelijking 

^+«jif=« (I*) 

afgeleid uit (I*)» welke voldoet aan de algemeene en elke bizondere 
integraal. Voldoet (I*) niet aan (IX), dan is (IX) eene singuliere 
integraal. Voldoet zij er wel aan, dan weet men nog niet, of (IX) 
eene bizondere of singuliere integraal is, en moet men de proef met 
de differentiaalvergelijking der derde orde herhalen, enz. 

Ons doel is nu de theorie op te helderen door eene reeks van 
voorbeelden aan de meetkunde ontleend. 

2, Men vraagt naar de vergelijking eener vlakke kromme lijn, 
bij welke alle normalen de standvastige lengte ^ hebben. 

De differentiaalvergelijking voor de lengte der normalen is 
±yl/(l+^*), en men heeft derhalve de volgende vergelijking 

±yV(l+p')=ff (1) 

Zondert men dos en dy af, dan bekomt men 

^^ ^^ ". — ; y o Tv ' 

Tan welke Tei^eliljkiiig de integraal is 

V-J=z^:y(ff*^y*) (2) 
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of yH(a?-.^)»=^» (3) 

Men vindt derhalve de vergelijking van den cirkel; en geeft men 
aan de standvastige A alle positieve en negatieve waarden van nul 
tot oneindig, dan erlangt men eene reeks van op elkander volgende 
cirkels, welker middelpunten op de as der X liggen en welker straal 
de onveranderlijke waarde g heeft. 

Om echter te onderzoeken, of deze cirkels elkander in doorloopend 
opvolgende punten snijden, en zoo snijden, dat ook de kromme van 
doorsnijding aan de opgave voldoet, moet men de vergelijking (3) 
differentieren in de veronderstelling, dat A veranderlijk is; hierdoor 
verkrijgt men 

dy x — A x—A dA 

dx y y dx 

waaruit ar — ^ = O , oi A =. •\-x • • (5) 

Brengt men deze waarde van A in (3) over, dan erlangt men 

y = ±9. (ö) 

welke de vergelijking is van twee rechte lijnen , die op den afstand 
g boven en beneden de as der abscissen met deze evenwijdig lóopen. 

De vergelijking (6) is ontstaan door in de algemeene integraal 
voor A eene functie van x te substitueeren , en derhalve is deze ver- 
gelijking geene bizondere, maar eene singuliere integraal. Men ziet 
nu dat alle cirkels, in de algemeene integraal begrepen, elkander in 
doorloopend opvolgende punten snijden, en dat al deze punten zich 
bevinden in de beide rechte lijnen, door de singuliere integraal be- 
paald; en wijl deze lijnen met de elkander snijdende cirkels eene 
aanraking van de eerste orde en niet ook eene van de tweede aan- 
gaan, zoo worden al deze cirkels door de rechte lijnen omhuld. Op 
beide lijnen ligt derhalve geen enkel punt, dat niet door een der 
cirkels, welke aan de opgave voldoen, wordt aangeraakt. 

Men kan, zoo als wij boven uiteengezet hebben, de singuliere 
integraal ook opzoeken, zonder dat men zijn toevlucht neemt tot de 
algemeene integraal. Differentieert men de vergelijking der normaal 
nog eenmaal, dan komt er 



P 



(l+^H.|)=0 (7) 



aan welke vergelijking voldaan wordt door 

dp 
dx 



i+/'*+y^=« (8) 
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en ^ = O (9) 

De vergelijking (8), welke van de tweede orde is, laat zich om- 
zetten in 

waaruit door eenmaal integreren volgt 

en integreert men andermaal, dan heeft men 

ix-jy+ij^:=B^ (10) 

J en B zijn de stand vastigen , door het integreren verkregen. Daar 
echter de differentiaalvergelijking, van welke wij uitgingen, van de 
eerste orde is, kan de algemeene integraal ook slechts eene onafhan- 
kelijke standvastige bevatten. Zondert men derhalve y en ^ uit (10) 
af, en substitueert men de gevonden waarden in (1), dan valt ook 
X weg; en er blijft slechts over 

V£=ff, oï B=:g^ (11) 

waardoor (10) overgaat in (3), of de algemeene integraal met de 
enkele standvastige A, 

Brengt men de waarde ^ = O of (9) over in de oorspronkelijke 
vergelijking (1), dan vindt men y^=-±g, waardoor men op de 
singuliere integraal terug komt. 

Maar is y'=^-^g^ waarin de standvastige ontbreekt, eene bizon- 
dere of singuliere integraal? Om hieromtrent zekerheid te erlangen, 
brengt men y = ±^ over in de algemeene integraal, en vindt dan 
^ = ar, waaruit blijkt dat y == ±^ een singuliere integraal is. 

Men kan ook, zonder zijne toevlucht te nemen tot de algemeene 

integraal, weten of y=+^ een singuliere integraal is; dit blijkt 

dp 
daaruit^ dat de uitdrukkingen y'=^±g\ p=zO en ^ = niet 

dx 

strooken met (8) ; enz. 

3. Eei^e. vla-kl^e. l^rpmme lijn te vinden, bij welke de normaal mid- 
denevenredig is tusschen de ordinaat en eene onveranderlijke lijn k? 

Hier heeft men de evenredigheid 

y:gV{l+p')=yV(l+p'):k (12) 

IJit welke volgt de vergelijking 

y(l+^^) = /., (13) 

of, na afzondering van dx en dy^ 

5 
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dx=z±^^^.dy (14) 

en door te integreren 

ar + ^=± [-V(A-y).y + Ai?^^^\/^] . . . (15) 

Neemt men in aanmerking dat Bgtg[x) gelijk is aan nyr '\'Bgtg{x), 
waarin men, zoo als bekend is, aan n alle positieve en negatieve 
geheele waarden kan geven, dan komt er 

a^+^ = ± [-V(^-y).y+^(^^+-5^^i7\/^)] .(16) 

In deze vergelijking (16) zijn alle gewone cycloïden begrepen, bij 
welke de onveranderlijke lijn h de diameter van den rollenden cir- 
kel is« Elke bizondere waarde van n komt overeen met een bizon- 
deren trek der cycloïden, terwyl de oneindig vele trekken of takken 
deels rechts, deels links van den oorsprong der coördinaten liggen. 

Aan de standvastige A kan men opvolgend de dichtst opeenvolgende 
waarden geven, en daardoor stelt dan ook de gevonden vergelijking eene 
reeks van vloeiend op elkander volgende cycloïden daar. Elk dezer 

cycloïden bestaat, uit hoofde van de uïtdrukking nv\Bgtg>J , 

nit een oneindig aantal takken of trekken, bij welke allen de onver- 
anderlijke lijn Tl de middellijn is van den rollenden cirkel. 

Wil men weten, of deze vloeiend op elkander volgende cycloïden 
elkander in opvolgende punten snijden, en wel zoo snigden, dat de 
kromme, door die doorsneden te voorschijn geroepenook aan de op- 
gave voldoet, dan moet men de vergelijking der cycloïden diffe- 
rentiëren in de onderstelling, dat A veranderlijk is; hierdoor erlangt 
men 

|| = ±v/^±v/t'.^ ar. 

waaruit 

A-y = of yz=Lh (18) 

In de vergelijking y^^.h ontbreekt de standvastige A\ om der- 
halve zeker te zijn, dat y :=ih eene singuliere integraal is, moet men 
die vergelijking aan twee beproevingen onderwerpen; eerstens moet 
men onderzoeken, oï y znh voldoet aan de gegevene differentiaalver- 
gelijking. Dit heeft werkelijk plaats. Nu moet men y = A in de 
oorspronkelijke vergelijking der cycloïden overbrengen; deze gaat voor 
y r= ^ over in 
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^i-^ — ±^(n9r + Bfftffi) (19) 

maar aangezien B^t^^ = 15»- is, wordt (19) 

* + <=±A(»^+[^), 
en ^:=::-.a?±^(«T+ {tt) (20) 

^ heeft derhalve geene van x onafhankelijke waarde aangenomen, 
maar is in eene fdnctie ran x overgegaan , waaruit blijkt dat y = ^ 
eeoe singuliere integraal is. Deze vergelijking geeft eene redite Ijjn 
aan, welke op den afstand k evenwijdig met de as der abscisseii 
loopt; en wijjl y ^=.h eene singuliere integraal is, soo weet meU 
tevens, dat de op elkander volgende cycloïden, door de algemeene 
integraal bepaald, elkander in vloeiend opvolgende pnnten snijden. 
Al die pnnten liggen op de lijn door de singuliere integraal aange- 
geven. Omdat verder alle elkander snijdende cycloïden slechts eene 
aanraking van de eerste orde met de rechte lijn hebben, zoo worden 
al die cycloïden door de lijn ingehuld. Er ligt derhalve in de lijn 
y z=Lh geen ènkél punt dat niet door eenige cycloïde , in de alge- 
meene vergelgking begrepen , wordt aangeraakt. 

Dat de inhallingskromme aan de opgave voldoet, volgt ook uit 
dé meetkundige beschouwing; want in elk punt, gemeen aan de in*- 
huUingskromme en eene der ingehulden, hebben deze lijnen eene 
gemeenschappelijke ordinaat en normaal. 

Wil men de singuliere integraal opzoeken, zonder z^ne toevlucht 
te nemen tot de algemeene, dan moet men de differentiaalvergelijking^ 
(13), van welke wij uitgingen, andermaal differentiëren. Dit doende 
heeft men 

/'(l+i'*+2i'^)=0 ....(21) 

Stelt men ^ = O, dan vindt men terstond y =^; door het inte- 
greeren van den tweeden factor van (21) bekomt men de dganeene 
integraal. De bewerkingen loopen op dezelfde wijze als in het vorig 
voorbeeld af; daarom gaan wij haar met stilzwijgen voorbij. 

4. Men zoeke eene vlakke kromme lijn, gegeven door poolcoördi- 
naten,' B\f welke alle normalen de onveranderl^ke lengte 2r hebben. 

De lengte vaa zulk eene normi^U tot een willekeuiig punt der 
ki^omme behoorende, wordt voorgesteld door de differentiaalformule 

v (^^"^ V7^ ) ^^ ^®^' ^^^* +i'*)5 tierhal ve hebben wij de volgende 

vergel^king 

5* 
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l/(0» + ^*) = 2r (22) 

Wanneer wij nu dz en d0 afeonderen, bekomen wij 

■^^= ±^(t-.») (^«) 

waarvan de integraal is 

+ J—±B^dn-^^ . . .• (24) 

Neemt men in aanmerking, dat de sinus van een boog tevens de 
sinus is van een oneindig aantal andere bogen, dan moet men, om 
juist te zijn, de vergelijking aldus schrijven 



+ J = ±(n^ + (-irBi;m^y 



(25) 



waarin men aan n alle mogelijke geheele positieve en negatieve 
waarden kan geven. 

De gevondene vergelijking laat zich ook aldus schrijven 

zz=:2rSin((p-\'J); (26) 

en dan ziet men, dat zij niets anders voorstelt dan eene reeks van 
vloeiend op elkander volgende cirkels, welke alle door de pool gaan, 
en met den straal r beschreven zijn. Die op elkander volgende cir- 
kels zijn derhalve alleen afhankelijk van de veranderlgke waarde 
van -^. 

Om nu te onderzoeken, of die vloeiend op elkander volgende cir- 
kels elkander snijden, en wel zoo, dat de lijn, waarop de punten 
van doorsnede liggen, tevens aan het vraagstuk voldoet, moet men 
de verkregene vergelijking differentiëren in de veronderstelling, dat 
Ay als functie van 0, veranderlijk is. Dit doende bekomt men 

^^=±2rOo8{(p + ^±2r^^.Oos{(P + J).. . . (27) 

waaruit» krachtens het vroeger geleerde, 

Co8((p+J) = 0; . ; (28) 

zoo dat men verkrijgt 

4> + ^ = »JT±TJr, of J:=zn9r±l-7r''(p , . . (29) 
Brengt men deze uitdrukking in (26) over, dan heeft men 

0=±3r/Sï»(»T±4-5r)=±2r (30) 

Deze laatste vergelijking is eene singuliere integraal, want men 
heeft in de algemeene integraal voor A eene functie van gesubsti- 
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tneerd. Zij is het beeld eens cirkels uit de pool met den straal 2r 
beschreven. Men leert hieruit , dat de cirkels , in de algemeene inte- 
graal begrepen, elkander in opvolgende punten snijden, en dat de 
snijpunten allen gelegen zijn op den omtrek des cirkels z z=: ±2r. 
En wijl de laatste cirkel met de snijdende cirkels eene aanraking 
van de eerste orde heeft, zoo heeft er omhulHng plaats. 

Men had ook de vergelijking (24) kunnen differentiëren in de ver- 
onderstelling, dat ji functie van is, en dan verkregen 

^ = ±V/(4r»-0±»^(4r>-.»)f| (81) 

waaruit terstond volgt z =:±2r (32) 

Maar wijl in deze vergelijking de standvastige A niet voorkomt, 
moet zij aan de gewone proef worden onderworpen; dat is, men 
moet nagaan, of ;? = ±2^ de gegeven differentiaalvergelijking iden- 
tiek maakt; en vervolgens ±2r in plaats van z in (24) substitueren. 
Doet men dit, dan komt men tot de overtuiging, dat men met eene 
singuliere integraal te doen heeft, zoo als boven gevonden werd. 

Men kan ook in dit geval de singuliere integraal opsporen , zonder 
gebruik te maken van de algemeene integraal. Differentieert men 
toch (22) andermaal, dan bekomt men 

Aan deze vergelijking kan men voldoen door 

a; + -7^ = O, of door p = 0. 

dep 

Uit jp=zO volgt onmiddelijk ±V^* = 2r of zz=.±2r, en 

dp dp 

wijl :^ ±2r, j? = O en -j^ = O niet voldoen aan af+ ^ = O, 

zoo is sf ^±2r eene singuliere en geen bizondere integraal. 

Uit *+^ = o 

d^ 

volgt zpd(p-\-pdp = 0, (34) 

oï, dz yoox pd<p substitueerende, 

zdz^pdp^=i(^y (35) 

waaruit door integreren 

z^ +y = B\ 
enz. 
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5. Mèn vraagt naar eene vlakke kromme lijn, welke in elk harer 
punten de eigenschap heelt, dat de normaal in eene onveranderl^e 
verhoitding staat tot de som van abseis en subnormaal. 

De hier voorgeschreven voorwaaide wordt aldus uitgedrukt 

±yv^(l+p') = nix + yp) (36) 

onder beding dat », omdat dit teeken hier uitdrukt hoe vele malen, 
eene positieve getallenwaarde hebbe. 

Om de totale diflEerentiaalvergelijking (36) verder te behandelen, 
beproeve men of zij gemakkelijker te integreren valt, wanneer men 
haar nog eenmaal differentieert; en werkelijk verkrijgt men dan eene 
vergeüjking, die zich laat ontbinden in twee faetoren 

Zij is tot haren eenvoudigsten vorm herleid, •en aan haar wordt 
voldaan door 

l+P*+y^ = (38) 



en door 



= (39) 



±y(l'\'P') 
te stellen. 

De differentiaalvergelijking (38), welke van de tweede orde is, en 
uit welke de algemeeue inte^aal vau (36) moet gevonden, worden, 
kan men omzetten in 

dif^pdy-\-ydp=:0, 

waaruit door integreren volgt 

x+tfp^:^. 
Andermaal integrerende vindt men 

a?*+y»=2^a? + i, (40) 

of (x-^^+y^zzzJ^+B; (41) 

in welke vergelijking -^ en ^ de standvastigen zijn door het inte- 
greren verkregen. Maar wijl de differentiaalvergelijking (36) van de 
eerste orde is, zoo mag de algemeene integraal ook slechts eene 
standvastige hebben. Men zondere derhalve uit (40) ^ en jt? af, en 
substituere die waarden in (36), dan valt ook x weg, en er blijft over 

waaruit volgt jB = («>— 1)^*; (4r2) 
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zoodat (41) overgaat in 

(a?-^»+y*=»*^* (48) 

Deze vergelijking bevat nu slechts eene standvastige ^, en zy is 
de algemeene integraal van (36). 

Geeft men nu opvolgend alle mogelijke waarden aan A^ dan ver- 
krijgt men eene reeks van cirkels, welker middelpunten op de as 
der abscissen liggen, en welker straal telkens gelijk is aan het n-voud 
van de abscis des middelpunts. 

Om nu te onderzoeken, of deze cirkels elkander in opvolgende 
punten snyden, en de lijn te bepalen, waarop al die snijpunten 
liggen, moet men de gegevene vergelijking differentieren in de 
onderstelling, dat^ eene functie van x is. Wij zullen dit hier niet 
in alle bijzonderheden herhalen, maar stippen alleen aan, dat men 
bekomt 

of y = ±^7^Z^)» m 

voor de vergelijking der singuliere integraal. Zij geeft twee rechte 
lijnen te kennen, die door den oorsprong gaan en respectievelijk met 
de as der X een hoek maken, welks goniometrische tangens is 
»:4-V/(l-»*) en -«:i/(l + ii>). 

Bij deze rechte lijnen is de lengte der normaal 

yV{\\p^) = n.~^, (45) 

en de som van abscis en subnormaal 

X \yp = j--^ ; (46) 

waaruit men ziet, dat de verlangde verhouding werkelijk plaats grijpt. 
Berekent men uit (43) de lengte der normaal, dan vindt men 

yV{\\v^) = n.A, (47) 

terwijl de som van abscis en subnormaal gelyk 

x\y ,p:=LA • « (48) 

is; waaruit blijkt, dat de verlangde verhouding ook hier te voor» 

schijn komt. 

Men kan ook uit (39) de singuliere integraal afleiden, hetzij men 

die vergelijking rechtstreeks integreert, hetzij men j) eliminere tus- 

schen (39) en (36); in beide gevallen, welke wij, om niet te wijd- 
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loopig te worden , hier niet verder uitwerken , bekomt men de reeds 
gevondene singuliere integraal. 

6. Gevraagd naar eene vlakke kromme lijn, welke de eigenschap 
heeft, dat in elk harer punten de normaal de middenevenredige is 
tusschen de. som van abscis en subnormaal en eene onveranderlijke 
lijn h. 

De hier verlangde evenredigheid is de volgende 

(x + yp):t/V(l+p') = !/V(i-\-p'):k, (49) 

en uit haar vloeit voor de vergelijking 

tf'(l+p')=h(x-^t/p); (60) 

welke gedifferentieerd geeft 

(2yp^h).(^l + p*+y^)=0 (51) 

Uit den tweeden factor dezer vergelijking verkrijgt men door inte- 
greeren 

ix^J)^+yl = J.h, (52) 

uit welke algemeene integraal de singuliere volgens de vroeger ver- 
klaarde methode wordt afgeleid; men zal vinden 

y^ = hx+\h^ (53) 

Deze is de vergelijking van eene gewone of conische parabool met 
den parameter \k; haar toppunt ligt in het punt van de as der J7, 
waar « = — | A is , dat wil zeggen : de telling der abscissen dezer 
parabool begint in het brandpunt. 

Overigens kan men dezelfde gevolgen afleiden , die wij bij de 
vorige vraagstukken op den voorgrond gezet hebben. Hier vinden 
w^' voor het eerst eene parabool als omhullende kromme lijn. 

Integreert men den eersten factor der vergelijking (51), dan heeft 
men terstond 

t^^=zhx + C, (54) 

en de standvastige C wordt bepaald uit de voorwaarde, dat deze 
vergelijking voldoen moet aan de gegevene differentiaalvergelijking. 
Daartoe trekt men y en ^ uit (54), en substitueert hare waarden in 
(60); de X valt dan oob weg, en men verkrijgt 

^A* + ^=tA' of C=:\h* (55) 

Brengt men deze waarde van C in (64) over, dan komt men op 
(53) of de vroeger gevondene singuliere integraal terug. Elimineert 
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men p. tusschen de oorspronkelijke vergelijking (50) en den eersten 
factor van (51), dan vindt men andermaal (53); en neemt men de 
proef vroeger vermeld, datf i,i\ het ook langs dien weg blijken, dat 
(53) eene singuliere integraal is. 

7. Eene geheele klasse van vlakke kromme lijnen te bepalen, by 
welke de lengte der normalen en de lijn, samengesteld uit de som 
der abscissen en subnormalen, in eene gegevene betrekking tot 
elkander staan. 

In dit meer algemeene vraagstuk kan men de normalen als eene 
afgezonderde functie beschouwen, als wanneer men komt tot de ver- 
gelijking 

yV(l+p')=0{x + tfp) (56) 

in welke 0(« + ^jt?) eene willekeurige functie van (x-\-yj)) beteekent. 
Schrijft men ter bekorting a voor (a? + yj0), dan gaat de laatste ver- 
gelijking over in 

yV{l+p^) = (pi^) (67) 

Wanneer men deze vergelyking differentieert, dan bekomt men 
Aan deze laatste vergelijking kan men voldoen door 

i+i»*+y^ = o (59) 

endoor ^^ _ £:|(!L) = o (60) 

Door (59) twee malen achter elkander te integreeren verkrijgt men 
de algemeene integraal in den vorm 

y2 + «ï =2^aj + 5, (61) 

waarin -^ en J? de standvastigen voorstellen, die bij het integreeren 
ontstaan zijn. Maar aangezien de vergelijking, van welke wij uitgingen, 
slechts van de eerste orde is, mag hare integraal niet meer dan eene 
standvastige bevatten. Men eliminineere derhalve y en jt? tusschen 
(61) en (56), dan valt ook x weg, en men verkrijgt 

V[A^'\'B)=.(p[A), (62) 

waaruit B = -A^ + ($(^))^. 
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Brengt men deze waarde van B over in (61), dan heeft men ten 
slotte 

(*-^)»+y»={^(^))». («8) 

welke vergelijking slechts eene enkele standvastige, A, bevat, en de 
algemeene integraal van (56) is. Het was dus mogelijk den vorm 
der algemeene integraal te vinden, zonder dat men bekend is met 
de juiste uitdrukking van ^{x + t/p). 

De kromme lijnen door de vergelijking (63) voorgesteld, zijn der- 
halve eene reeks van cirkels, welker middelpunten in de as der x 
liggen, terwijl hunne stralen functien zijn van de abscissen der mid- 
delpunten. Om de kromme te vinden, waarin de snijpunten der 
cirkels liggen , met andere woorden om de omhullende kromme of de 
vergelyking der singuliere integraal op te sporen, moet men (68) 
differentiëren en A als fiinetie van x beschouwen. Men vindt 

a^ x-A dA dA 

— = -J- . ;=— .... (64) 

dx y y dx 
of x-A^^^^.<p{A) = () (65) 

Elimineert men nu A tusschen (65) en (63), dan erlangt men 
eene vergelijking, welke geene standvastige bevat, maar eene singu- 
liere integraal is en de gezochte lijn der snijpunten aangeeft. 

Met behulp van (60) of den eersten factor van (58) komt men 
andermaal op de singuliere integraal terug; maar daartoe wordt ge- 
vorderd, dat men voor <p[u) oï (p[x'\-yp) eene uitdrukking hebbe, 
welke op bepaalde wyze uit {x'\-yp) gevormd is. 

Men kan ook van de onderstelling uitgaan, dat de normalen 
niet als afgezonderde functie voorkomen, en men heeft dan de ver- 
gelijking 

^[{p^^-yp)^ yK(l+i^*)) = (66) 

in welke door het teeken <P eene geheel willekeurige functie van de 
uitdrukkingen {x-\-yp) en yl^(l+i?*) wordt aangegeven. Zet men 
nu de afkortingsteekens « en »j in plaats van {x-^yp) en yK(l+jt?2), 
dan gaat (66) over in 

4>(«, M)=0 (67) 

Differentieert men deze vergelijking, dan bekomt men 



76 



welk^ yergeüjjkiog zich laat splitsen in de beide factoren 

l+i'^+y^^O (70) 

en ~ +-I- . ,,/ , ,. =0 (71) 

Uit (70), welke van de tweede orde is, bekomt men de alge- 
meene integraal 

(«-^>+^»=^>+^, (72) 

gelgk wij die boven reeds vonden. En wanneer men uit deze (72) 
y &i p afzondert en in (66) overbrengt, dan valt x tevens weg, en 
men heeft ter bepaling van B 

(J)(^, (^* + i?)) = (78) 

soodat de algemeene integraal door (72) en (73) wordt voorgesteld. 
In (72) echter is de som (-^*4-j5) reeds afgezonderd; brengt men 
die in (73) over, dan bekomt men ten slotte als algemeene integraal 

0(^, ((ar-^Hy*)) = 0, (74) 

welke, zooals het behoort, slechts eene standvastige, A, heeft. 

Hoe ook de samenstelliag van (74) moge zyn, m«a ziet meè een 
oogopslag, dat lut haar de som ((»-^-<0*+y*) ^^^ fiinctie van d 
kan worden a%ezondexd , waaruit blijkt dat de kromme Ignea door 
die vergelijking voorgesteld, even als bq de vorige oplossing, eene 
reeks van op elkander volgénd^e cirkels d'aarstellen. Hunne middel- 
punten liggen in de as der x^ en hunne stralen zijn functien van de 
abscissen der middelpunten; men kan ook eene kromme lijn zoeken, 
door welke al deze cirkels omhuld worden; die lijn, of de singuliere 
integraal, kan men afleiden uit den anderen factor van (69) of uit 
(Tl), maar daartoe is het noodig, dat men de samenstelling kenne 
van (66) of (67). 

8. Men vraagt eene vlakke kromme te bepalen, b^ welke de raak- 
mnen zoo ^n gelegen dat, wanneer men uit een vast punt (^, h) 
loodrechte lijnen op die tangenten laat vallen, zij allen eene gel^ke 
lengte K hebben. 

Uit de beginselen der meetkunde is bekend^ dat de gezochte kiomme 
*een ei^kel is; en dat geene enkele andere kromme lijn de hier ge- 
vraagde eigenschap kan hebben, zal blijken uit den loop der op- 
lossing. 
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De afstand van een vast punt (^, A) en eene rechte lijjn, gegeven 
door de vergelijking 

i»a?' + »y' + i) = 0, (76) 

wordt, zooals bekend is, uitgedrukt door 

m^-^^nh + D 
±V(m^+n^) ^^ 

De vergelijking van de raaklijn eener vlakke kromme is in het 
algemeen 

y'^y=j,{x'^xl (77) 

of anders geordend 

-p^'+/ + (/^^-y) = o (78) 

Vergelekt men (78) met (75), dan heeft men mzzi—p, » = « en 
2) = (jt?ar— y), zoodat (76) overgaat in 

(j?-^)y(y-A) 
±v{i^P^) ^^^^ 

Men kan derhalve 

stellen. 

Om deze totale differentiaalvergelijking der eerste orde te kunnen 
integreren, differentiere men haar vooraf; en wanneer men dan in 
aanmerking neemt dat dy^zpdx is, komt er 

((*-y)+(y-*).i')-^ = o • (81) 

Aan deze vergelijking kan men voldoen door 

'£=" ('^) 

en (x-^) + (y-A).i? = • . (83) 

Integreert men (82) twee malen, dan vindt men 

y = ^iC + 5, (84) 

in welke vergelijking ^ en i? de standvastigen zijn door het inte- 
greeren ontstaan. 

Wijl echter onze differentiaalvergelqking van de eerste orde is, 
zoo kan hare integraal ook slechts eene enkele standvastige hebben* 
Dientengevolge zondere men uit (84) y en /? af, en brenge hare 
waarden over in (80), dan valt x mede weg, en men heeft 
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B = h-Ag'-KV{l-\-A^\ (85) 

waardoor (84) overgaat in 

y-hz=iA{x'-g)''KV[l'\-A^) (86) 

Deze yergelijking bevat slechts eene standvastige A, en is de 

algemeene integraal. Zij stelt eene rechte lijn voor, welke in zekeren 

zin aan de opgave voldoet, omdat elke raaklijn eener rechte lijn 

met deze te samenvalt. Wijl echter de standvastige A alle mogelijke 

waarden kan aannemen, zoo bestaat er eene onafgebroken reeks van 

rechte lijnen, welke alle aan de opgave voldoen. Wil men nu weten, 

of die lijnen elkander in opvolgende punten snijden , en de vergel^- 

king der kromme bepalen, in welke al die snijpunten gelegen zijn, 

dan inoet men (86) differentiëren in de veronderstelling dat A functie 

dA 
van a? is, en de factor van -r- gelijk nul stellen; dit doende vindt men 
dx 

^ = »/(jr»-(f-/;*) ("> 

En brengt men deze waarde van A in de algemeene integraal 
over, dan erlangt men, na eene kleine omvorming, 

{y'^hYJ^(x^gY = K^ .(88) 

Zig ifif de vergelijking van den cirkel, die het vaste punt (^, h) 
tot middelpunt en K tot straal heeft. Andere kromme lijnen, welke 
aan de opgave voldoen, bestaan er niet. De snijpunten der rechte 
lijnen (86) liggen derhalve in (88). De cirkel hult al die rechte 
lijjnen in. 

Integreert men (83), dan komt men rechtstreeks tot de vergelij- 
king van den inhullenden cirkel. 

Men kan ook p tusschen (80) en (83) elimineeren. De gang der 
bewerking is dezelfde, als die in vorige voorbeelden aangetoond. 

In dit vraagstuk deed zich het geval voor, dat niet de algemeene , 
maar de singuliere integraal de kromme l^'n aangaf, welke in elk 
harer punten de eigenschap, in het vraagstuk omschreven, toekomt; 
en hieruit ziet men, hoe noodig het is na te gaan, of behalve de 
algemeene nog eene singuliere integraal aanwezig is. 

{Wordt vervolgd.) 



OVER TWEE MET BETREKKING TOT EEN DRIEHOEK 

SYMMETRISCHE GROEPEN VAN DRIE CIRKELS, EN 

OVER TWEE DERGELIJKE GROEPEN VAN 

DRIE RECHTE LIJNEN, 



F. J. VAN DEN BERG. 



In het eerste gedeelte der in Deel VI, 1880, bladz. 67—97, 
opgenomen oploösmg van het vraagstuk over den evenwichtstand 
van een op drie hellende vlakken rustraden driehoek weid men 
o. a. geleid tot de stelling (bladz. 74 — 75) dat, als drie op de 
zijden van een driehoek als koorden beschreven eirkels door een 
zelfde punt gaan, dan ook de drie ten opzichte dier zijden sym- 
metrische cirkels een punt gemeen hebben. Wil men, ofecAoon 
dit voor het genoemde statisehe vraagstuk evenals voor het vraag- 
stuk van Snellius, waartoe het werd tertiggel»acht, op^ zich zelf 
treinig waarde zou hebben, zich evenwel met een nader onderzoek 
bezig houd^ naar het verband niet alleen tusschen twee op de be- 
doelde w^e wederkeerig met elkander samenhangende punten, maar 
ook tusnehen alle mogelijke paren van dergdijke punten onderling; 
dan he^ men te doen met een vraagskik van analyti^emeetl^unde, 
dat meest geschikt in tnlineaire coördinaten schijol behandeld te kua« 
nen worden. Ne^nt men daartoe den gegeven driehoek: al» asscQ-- 
driehoek ABC aan, en noemt men (aan verschillende in de tegen- 
woordige mdnagei te bezigen notatiën eene beteekenis gevende onaf- 
hankelijk van die van vroeger, maar de benamingen binnenkant en 
buitenkant in den aldaar omschreven zin aanhoudende) «, |3, y de 
loopende coördinaten ten opzichte der assen BC = a, CA=ii, 
AB = c, welke assen dus zelve « = 0, (3 = 0, ys=Otot verge- 
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Ijjkingen hebben; dan komt het in de eerste plaats aan op het op- 
maken der vergelijking b^'v. van den cirkel die, op BC beschreven» 
binnenwaarts een gegeven hoek d kan bevatten. Omdat die cirkel 
met den omgeschreven cirkel afiy-{by»'\-cetPz=iO van den assen- 
driehoek, behalve de lyn in het oneindige aa-f-d(3 + cy=:0, de as 
« z=: O als radicale as gemeen heeft, moet, als l een pnbepaalden 
coëfficiënt voorstelt, de bedoelde vergelijking den vorm (a(3y-|-3y«+ 
-l-ca(3) + Za(aflt-|-5(3 + cy) = hebben. Hierin kan in dit geval de 
bepaling van l geschieden doordien de raaklijn van den cirkel 
bijv. in C of (« = 0, p = 0), dat is a(3 + (i + ^c)« = O, naar 
den binnenkant een hoek 180^— d met de as CB en dus een hoek 
(7-(180°-e) = e + C-180° met de as CA moet maken, en 
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volg de vergelijking ---t = — ^. ,. . ^ - moet hebben , wier identi- 

teit met de even geschrevene vordert —aSm(^-^C)^{b'\'lc)Sin^z=:0 
of, omdat aSinC =ic8inA en —aCosC-^h z=zcCo%A is, ZiSï»6 + 
+ ^«(ö — -^) = 0. Deze formule geeft onmiddellijk het verband tus- 
schen de coëfficiënten l en V van een willekeurig paar wederzijds 
BC symmetrische cirkels, door op te merken dat, als d de binnen- 
waartsche hoek is van den cirkel ^, 180^— fl die is van den cirkel 
V\ van daar Z'iSï»ö4-^»(fl + -<^) = O en, ter eliminatie van ö beide 
formulen sommeerende, Z-|-^'+20>«^ = 0. 

Worden nu op de zijden BC, CA, AB van den assendriehoek 
als koorden drie willekeurige cirkels 

(a(3y+iy«-|-c«p)-f.«»/3(a«-fip + cy) = 0, | . • . (1) 
(apy-|-*ya + c«p)4-»y(ö« + ^l3 + cy)=:0, J 

beschreven, die dus voorshands niet door een zelfde punt behoevea 
te gaan, dan hebben deze tot radicale assen twee aan twee de l\jnen 
m^zmtyy nyzzzl», l»^=zmfi, zoodat hun door (ƒ, ^, h) voor te 
stellen radicaal middelpunt O voldoet aan lfz^mffz=znh = k, 
waarin namelijk k eene lijn beteekent, die, als omgekeerd het punt 

naar willekeur is aangenomen, onder het oneindig aantal groepen 
van drie cirkels met dit punt tot radicaal middelpunt meer in het 
bizonder de bedoelde groep kenmerkt en bepaalt door hare coëfficiënt 
ten Z, t», ». De ten opriohte van BC, CA, AB synmietrische cirr. 
kels onderscheideu zich dan van de eerste slechts door hunne coëffi-» 
cienten l', m\ «', met de vorige samenhangende volgens 

1 + r+%OoaA:=zO, « + »*'+ 2 Cfe«-5 = O, n + nf'\^2OiiêC:^0, (2> 
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en hebben dus een radicaal middelpunt O' of (ƒ', g\ A') voldoende 
aan ïf = ml g zzin' h' ^n k\ waarin namelijk J^ weder de groep 
van deze drie nieuwe cirkels kenmerkt. Van daar dat, als eene bij 
het punt O behoorende groep door haar parameter k bepaaldelijk is 
aangewezen, het radicale middelpunt O' van de symmetrische groep 
k te vinden is doordien de drie vergelijkingen 



ff 9 9 



\s= O, 



^+^ + 2a>«0=tO. (2') 



dadelijk de hier alleen noodige verhoudingen der drie coördinaten 
fy 9 i *' geven. En wederkeerig bepalen dezelfde vergelijkingen het 
radicale middelpunt O van eene groep h^ die de symmetrische zou 
zijn van eene door het punt O' en door haar parameter h* gegevene 
groep. 

Vraagt men verder naar de meetkundige plaats van O' voor al 
die groepen ^, die de symmetrische zijn van al de bij een vast punt 
O behoorende groepen Ar, dan heeft men tusschen diezelfde drie ver- 
gelijkingen slechts de beide veranderlijke parameters h en h' t« eli- 
mineeren om in f ^ /, ld als loopende coördinaten te verkregen 

1 1 

ƒ / 
1 1 



- — , CobA 



- -7 Co%B 

9 9 

1 1 

h k' 



-. CosC 






(3) 



En ook hier weder blijft deze vergelijking onveranderd geldig in- 
dien men, bij verwisseling der rollen van de punten O en O', de 
coördinaten ƒ', /, h' als standvastigen en f, g, k als veranderlijken 
opvat. Houdt men zich aan de . eerste opvatting , dan stelt de ge- 
vonden vergelgking blijkbaar eene kegelsSüèj^ voor, die niet alleen 
door de hoekpunten van den assendriehoek en door diens hoogtepunt 

I rz — ^ * ^ ^ 3 TT-^ I gaat , en dus eene den assendriehoek om- 
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\OosJ' CosB' 008 i 
geschreven gelijkzqdige hyperbool is (zie bijv. Salmon, Conic Sections, 
Art. 228, Ex. 1 en 2, Art. 815, Ex. 2 en 8, ook Art. 151, Ex. 
8; Bbiot et Bouquet, Geometrie analytique, 4^ Ed., 1863, pag. 
178, n^ 13, en pag. 267, n*'. 12; . Jerrees— Matthes , Nieuwere 
meetkunde, pag. 76), maar die bovendieii het gegeven punt O zelf 
bevat, en derhalve door de vyf genoemde punten geheel bepaald is. 
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En juist omdat, onafhankelijk van O, de vier eerste van deze pun- 
ten vaste punten zijn, blijkt alzoo tevens, dat ieder ander punt O 
van deze hyperbool, in plaats van O beschouwd als gegeven punt, 
steeds de eigen hyperbool weder doet kennen als gemeenschappelijke 
meetkundige plaats van alle bijbehoorende punten O : eene uitkomst, 
ook volgende uit de vroeger (Deel VI, bladz. 79 — 80) ter zake van 
de betrekkingen (3'), (4') en (6') van het boven aangehaalde vraag- 
stuk herinnerde algemeene eigenschap der determinanten, die hier 
leert dat als aan de tegenwoordige vergelijking (3) voldoet bijv. het 
stelsel van de twee punten (ƒ, g^ h) en (ƒ', ƒ, ^'), en evenzoo 
het stelsel (ƒ, g, h) en [f", g'\ h"), dat zij dan tevens geldt voor 
het stelsel van de twee punten (/, g, h') en (ƒ", g" , h"). 

Het tot nog toe met betrekking tot de radicale middelpunten O 
en O' van twee symmetrische groepen van drie cirkels gevondene 
gold in het algemeen als éene dier groepen willekeurig op BC, CA, 
AB beschreven was. Nemen wij thans meer in het bizonder aan, 
dat de drie cirkels van die groep hun radicaal middelpunt (ƒ, g^ h) 
zelf als gemeenschappelijk snijpunt O bevatten. Dan moeten de 
coördinaten f, g, h aan de vergelijkingen (1) dier cirkels voldoen, 
hetgeen het geval is, zoodra slechts aan de enkele ter bepaling van 
de nu geldende waarde van k dienende voorwaarde {agh'\-bhf'{' 
+ ^/^) + ^(<'^/+^^ + ö^) = Ö beantwoord wordt; als wanneer tevens 
in verband met If = mg =:nhz=zk blijkt , dat de coëfficiënten 
ly m, n van drie zulke snijdende cirkels samenhangen volgens 

of a(l + mn) + 6(m-\'nï) + c(n + lm)=iO (4) 

En dat nu in dat geval vooreerst, zooals in de oplossing van het 
meergenoemde vraagstuk meetkundig werd aangetoond, de drie symme- 
trische cirkels l\ m\ n evenzeer een gemeenschappelijk snijpunt O' 
of (ƒ', g', h^) hebben , waarvoor dan evenzeer l'f* :=zmfg^ 7=z »' h' = k' 
is, met andere woorden, dat in dat geval tevens de coëfficiënten 
l'y m\ nf voldoen aan 

ail' + m'n')'\-b(m' + n*l') + c{n' + l'm')=0, .... (4') 

kan thans gemakkelijk analytisch blijken, indien men bijv. de voor- 
waarde (4) schrijft onder den vorm 

j(«+*l+4)+«(5+4+«i)+»(^+«j+4)=«. 
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^at is 



-i(«»'+c»»')-f(^^'+«»')-|(«^'4*^')=0, 



of eindelijk 

a{ntn'+m'n} + b(nr + n'l) + cilm'-\-l'm) = 0, . . (4") 

welke laatste ▼orm onyerand^d blijkende bij onderlinge yemrisseliBg 
¥ftn l, rthy » en ïf, m\ n\ en dus evenzoo afgeleid kunnende worden 
uit (4'), bewijst dat (4), (4') en (4") dezelfde voorwaarde uitdrukken. 
(Ten aanaen Tan (4) en (4') kan hier in het voorbijgaan nog worden 
opgemerkt, dat men door daarin, uitgedrukt in de notatiën van ket 
vroegere vmagstuk, te subslil^eefen 

^ QYasiSOQ voor de overigen, nogmaals wordt teruggevoerd tot de 
toenmai^l? reed^ Q^ moer dan ééne wijze gebleken identiteit van de 
eerste leden der formulen (13") en (13) aldaar). Omdat voorts het 
thans besproken geval van twee symmetrische groepen van drie 
door één punt gaande cirkels als eene bizondere onderstelling be- 
grepen is in het eerst behanddde geval va» twee willekeurige symme- 
ti^iscbe groepen,, h men bovendien gerechtigd tot het besluit, dat niet 
alleen elke twee aani elkander toegevoegde snypunten O en O' zooals thans 
l^odoi^ld Uggen op Qeoe den assendriehoek omgeschreven gelijkzijdige 
hyperbool, maar dat tevena diezelfde hyperbool voor ieder ander daar- 
op- a^g^;H>meA {mnt O of O' dezelfde beteekanis heeft. Yrage dus 
nu nog, hoe meer in het bizonder elk paar toegevoegde punten O 
en O' op zijne eigen hyperbool gelegen is. 

Yoor zoover alleen de berekening van het ééne punt uit het andere 
betreft, daartoe dienen weder als boven in het algemeen de dirie 
vergelijkingen (2'), mits men hierin nu niet meer Ar of ^ willekeurig 
neemt , maar voldoende aan (a^h + hhf-i- cfg^ + h {af\hg\cTi) = O , 
of wederkeerig aan {agTi:\hh!f\cfg)\k'(af\lg'^cK)=,^, 
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Traéht men zich echter eene meer klare yoorstellmg te maken van 
de beteekenis der uitkomst van eene dergelijke berekening, dto 
komt i&en tot het besluit ^ dett xij O en O' doet kennen e^i de béide 
uiteinden van eene of andere middellijn der bewuste bypcrb(^L Gm 
dit aan te tooneö ööhrijve nïen, door weder voor de loopende ddör» 
dinaten ƒ', ^', h' de notation a, (3, y in te voeren, door te letten 
op lf=iimff=iznh=rk en door vochr 2CosA, 2 0öSB, iCöaÖde 
waarden uit (2) te substitueeren , de vergelijking (8) dier laronmie 
liever onder den vorm 

l l' $y 

m m' yec =0; (3') 

n nf »P 

als wanneer haar middelpunt (st^, /S^, y J te bepalen is doordioa de 
coëffieienten der vergelijking van de pooll^n van dit punt, dat Kijii 
de afgeleiden van dezen determinant naar a, naar (3, naar y^ even- 
redig moeten zijn aan de coëfficiënten «, è, c der vergdijking van 
de lijn in het oneindige; zoodat men heeft 
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(5) 

a b c 

Vermenigvuldigt men nu de voor de toegevoegde punten O en O* 
geldende voorwaarde (4") in ieder van hare drie termen naar volg- 
of de met eene van deze drie gelijke breuken, dan gaat z$ ov«r in 

l V (n V + nf l) yj +(l«t' + V «*)0i ' 

of, de derde kolom aftrekkende van de som rstt (P óé^ -^m/ pi -Y^yi) 
maal de eerste en {la^ +^Pi +»yi) ^^ ^^ tweede, in 
l r 2tVcti 

of eindelyk, de rijen deelende door 2Z?, 2mm*i 2nnf en daarbij 
weder lettende op lf=. mffz=:nh:=zk enoip l'f* =z m't/ =3 n'h' = ^V in 

/ ƒ «1 

/ ff Pi =0. 

ten bfijke dat W^erkelqk het mldddpant {u^, p, , y,) der hyperbool 

6* 
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in de liju van hare toegevoegde punten O' of (ƒ', g\ A') en O of 
(ƒ, g^ A), en dus in het midden van deze punten, ligt. 

Hetzelfde kan blijken uit de evenwijdigheid der raaklijnen van de 
hyperbool in deze punten. Volgens (3') namelijk heeft de raaklijn 
in O of (ƒ, ^, K) of (w», nl^ lm) tot vergelijking 
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terwijl de vergelijking van die in O' of {/, g\ h') of («»'»', n'V , 
Z' »^') ' daarvan slechts verschilt door vervanging van de factoren ^*, 
j»*, «* door l'^y m'^, n'^. De evenwijdigheid dezer beide raaklij- 
nen, dat is hare snijding in een punt van de lijn in het oneindige 
a« + 5p-|-cy=:0, moet dus blijken uit het identisch verdwijnen 
van den determinant 

l^{mn'-m'n) m^inV'-n'l) n^lm'-l'm) 

l'^lmn'-^m^n) m'^{nl'-n'l) n'^llm'-l'm) 

abc 

en blijkt dan ook werkelijk, daar die determinant, door {mn'-^m'n) 
{nf—nTKlm'— I'm) gedeeld , juist gelijk is aan den vorm a{mn'-\-m'n) -\- 
+5(»Z' + »7)4-c(Z»t' + Z'«»), die volgens (4") voor de toegevoegde 
punten O en O' in nul overgaat. 

De onderlinge gelijkheid der drie breuken (5) die, in teller en 
noemer met «j , met ^j , met yj vermenigvuldigd, ook gelyk blijken 
te zijjn aan de breuken 



l V 2p^r, 

mm' O 



l l' 



O 
2y, a, 



l l' 



O 
O 



geeft tevens aanleiding om de vergel^*king der hyperbool zelve, in 
(8) reeds uitgedrukt in de coördinaten van éen der beide punten 
O en O', en in (3') meer symmetrisch uitgedrukt in de coëfficiënten 
If m, » en Z', m', n' der beide cirkelgroepen, wier snijpunten zij zyn, 
nog onder een derden vorm neder te schrijven, waarbij namelijk de 
hyperbool door haar middelpunt («j » Pi , yj wordt bepaald. Daartoe 
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is het voldoende in de ontwikkelde ver^^eligking (3') de coëfficiënten 
van |3y, ya, «(3, die evenredig zgn aan de met «j, P^, y^ ver- 
menigvuldigde tellers van de drie laatst geschreven breuken en dus 
ook aan « j , ^^ , y^ maal hare noemers, door deze laatste producten 
te vervangen, waardoor men in het algemeen, ook al waren l, m, 
», l\ mf, »' geheel willekeurig geweest, verkrijgt 

fl5,(-aa, +bp^ +cy,)Py + Pi (-óp, +cyi +a«j)ya + 

als vergelijking van die omgeschreven kegelsnede van den assendrie- 
hoek, die een willekeurig punt («|, ^i, y|) tot middelpunt heeft. 
En drukt men nu meer in het bizonder uit, dat aan deze vergelijking 

ook het hoogtepunt f — — -, ^ — - , — — - | moet voldoen, dan vindt 
° '^ \OoêA CosB CosC/ 

men tegel^kertijd onder den vorm 

«i(-««i+*Pi +cyi)Cb«^+Pi(-dp, + cy, +a»i)CöêB + 

+ yi(-öyi+aA,+dp,)Ö9«(7 = 0, 
of 

naar behooren (zie bijv. Ferrers — Mitthes, pag. 82 en 156) den 
negenpuntscirkel van den assendriehoek als meetkundige plaats der 
middelpunten van alle omgeschreven gelijkzijdige hyperbolen. 

Vat men het gevondene ten opzichte van de elkander toegevoegde 
snijpunten van twee symmetrische groepen van drie cirkels op de 
zijden van een driehoek samen , dan heeft men : 

1^. Elk paar van dergelijke punten komt voor als de uiteinden 
van eene der middellijnen van eene der den driehoek omgeschreven 
gelijkz^dige hyperbolen. 

2'^. Tengevolge daarvan is het midden van ieder dergel^k paar 
gebonden aan eene meetkundige plaats, namelijk den negenpunts- 
cirkel van den driehoek. 

Van de bizondere gevallen, die zich kunnen voordoen, zij alleen 
vermeld dat het hoogtepunt, liggende op alle hyperbolen, niet één 
bepaald punt, maar aUe punten van den omgeschreven cirkel tot 
toegevoegde punten heeft: alle 1^'nen uit het hoogtepunt naar den 
omgeschreven cirkel worden dan ook door den negenpuntscirkel mid- 
den door gedeeld. 
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ihFföiiik thAns ia een nad^v aaalytisoh ondeirzoek is getreden naar 
de twee gpmeefiflchappelijke an^punten in twee met betrekking tot de 
E^dea vaa een driehoek ^mmetrische groepen ?an drie cirkels « wxl 
men ook ie geleken geest een nader onderzoek kunnen instellen naar 
de twee geaeefisehappeliike snijpunten in twee met betrekking tot de 
hoeken symmetrische gtoepen ^an drie reohte I^nen, hoedanige sn^^ 
punten, toen genoemd O en P, zijn ter sprake gekomen in de Aantee- 
kening (Deel VI, bladz. 93 — 97) op de oplossing van het vraagstuk over 
den evenwichtstand van den driehoek. Wij zullen hieromtrent eenigzins 
koitar Iwi^cA W^ » indien w^ Hitgaan va9 het toen gevond^e dat als 
\viw. (Kg. « Mm) Lh' OL"=ö was, dan LL'PL" = 180°-(ö <Z) 
w^rdt I^ 4e tegenwoordige notatiën verkrijgt men dus het verband 
tusschen de coëfficiënten l en l' van twee op de zijde BC van den 
assendriehoek beschrevene en ieder dopr één der thans bedoelde toe- 
gevoegde punten O en O' gaande cirkels, indien pden, uit 4^ bo ven- 
gevonden algemeene formule ISin^ =:z~ 8in{^ —j4) door vervanging 
van d door 180^— (Ö-^i^) en van l door l' afleidende Z'/Sï«( 6 — -^) = 
= — iSi»d, ter eliminatie van ö slechts het product W =zl van deze 
beide formulen neemt. Daaruit volgt, in verband met de overeen- 
komstige betrekkingen min*=:zl en «»'=! voor de als snijpunten 
y-^ 4to ci^keljï l, m, n op BC, CA, AB en yan dri^ dergelijke 
cirkels f, t^\ »' te beschouwen puuten O en O', en in verband 
met de dm geldig bl^vende betrekkingen l f ^nm^g •=.%%•==. h en 
Hf =;= ^'4f' =L lih! = Xf', dat thans ff — gg'=ihh'z=L kh' is , zoo- 
4^t,, i^ pv^reenatemmipg met de symmetrie der lijnen A O en A O', 
BO en BO', CO en CO', de coördinaten van ieder punt de omg«- 
l^eerden zijn van de gel^knamige coördinaten van het toegevoegde 
piijmt;. t^rw^jl bovendien de algemeene voorwaarden (4) en (4') vgpi: 
de snyding in iedere cirkelgroep — maar niet de alleen bi] het voor- 
gaande g?ival behoorende (4") — thans weder, wegens II' = mrn! ==• 
=p:»»'==:l, en zelfe nog meer onmiddelliik dan vroeger, blijken 
naar behooren uit elkander voort te vloeien. 

^ njbpgew. hier de wederkeerige betrekkingen tusschen de coördina- 
1;en van twee toegevoegde punten zelfs nog eenvoudiger zyn dan de 
overe^komalfige betrekkingen (2) voor twee toegevoegde punten van 
de vroeger^, soort, sch^'nen toch de ook hier te vinden aan zich 
aeiye tofi!gQVj9.egde kegelsneden, die gelijktiöclig punten O en O' om- 
vatten, niet van zoo eenvoudigen aard, althans niet zop symmetrisch 
ten opzichte van den assendriehoek, als toen met de beschouwde 
gelykzijdige hyperbolen het geval was. Alvorens dergelijke kegel- 
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sneden op te sporen, zij eerst nog opgemerkt dat tds het pnni O 
eene rechte lijn Lu + M^-^ NyszzO doorloopt» de meetkuildigé 
plaste ran het toegeroegde punt O' in het tegenwoordige geyal dé 

kegelsnede - + -^ + - = O wordt die , ook meetkundig, te bepalen 

9b p Y 

is dodtdien in ieder hoekpunt van den aesendriehoek hwe raakl^n 
ten opzichte van de hoekdeellijn aldaar symmetritch is met de Igh 
naar het snijpunt yan de overstaande zijde met de gegeyen rechte 
lijn; blijft meer in het bizonder nog het punt O in het oneindige, 

aa + dp + cy=:0, dan beschrijft het punt O' den cirkel -+--{. 

et p 

-f ' = O om den assendriehoek. En wat nu de meetkundige plaats 

van O' betreft in het geval dat O eene kegelsnede beschrijft, al da- 
del^k blijjkt, door in de algemeene vergel^king van den tweeden 
graad de loopende coördinaten door hare omgekeerden te vervangen, 
dat deze meetkundige plaats zelve alleen dan evenzeer eene (eigenlijke) 
kegelsnede zal zijn, als die van O eene vergelijking byv. van den 
vorm Lec^ ■\'L' ^y + M*yx+N' afi = heeft, en dus die van O' de 
daarvan slechts door verwisseling der coëfficiënten verschillende ver- 
gelijking L'a^-\-Lfiy-\'N''yx-\-M'xfi z=zO verkrijgt; dat is als eene 
der beide kegelsneden, overigens willekeurig, door twee hoekpunten, 
bijv. B en C, van den assendriehoek gaat, die dan tevens op de andere 
kegelsnede liggen. Ook uit meetkundige gronden trouwens is het dui- 
del^k, dat in dat geval de toegevoegde der eerste kegelsnede mede eene 
dergelijke kegelsnede moet zijn; want, omdat de stralen BO en CÖ 
elkander steeds in een punt van eene door B en C gaande kegelsnede sn^'- 
den, vormen zij (zie Chasles, Geometrie supérieure y Art. 544 en 547 
bis; idem. Sections coniques, Art. 6) twee homographische bundels, en 
omdat BO en BO' telkens symmetrisch zijn ten opzichte der deel- 
lijnen van den hoek B en van zijn supplement, vormen deze stralen 
{Geometrie supérieure , Art. 247 en 251) twee bundels in involutie 
met evengenoemde deelUjnen tot dubbelstralen , terwijl het dergelijke 
voor CO en CO' geldt; bijgevolg zijn de vier bundels BO', BO, 
CO, CO' onderling homographisch, en beschrgft {Geometrie supérieure , 
Art. 541 en 547 bis; Sections coniques, Art. 8) het snijpunt der 
stralen BO' en CO' eene door B en G gaande kegelsnede. 

Opdat de twee toegevoegde kegelsneden in eene enkele samenval- 
len , wordt vereischt — = — = -^ = ~ , dus ook gelijk aan 
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den wortel ±1 uit het product der beide eerste of der beide laatste 
breuken; en men verkrijgt dus voor dat geval twee verschillende op- 
lossingen, naarmate men voor de gemeenschappelijke vergelijking neemt, 
hetzij «* + (3y+i[(y« + «(3) = 0, hetzij a*-(3y +jr(ya-«(3) = 0. 
Bepalen wy ons tot het onderzoek van de eerste dezer beide gelijk- 
soortige oplossingen. Naarmate men dan de vergelijking schrijft on- 
der één der vgf volgende vormen : 

x{cc + Kp)-[y{Kcc + fi)=0, 
(« + Jrp)(« +iry) - (JT* - l)py = O, 

(jr«+p)(jra + y)-(Z^-i)a* =io, 
(« + P)(«+y)+(^-i)«(P+r) = o, 

wordt daardoor aangewezen, — als men Bb en Cc noemt twee 
elementen der raaklijnen Ket + y = O en K» -K3 = O in B en C , 
als men door C' en B' verstaat de punten die de kegelsnede boven 
en behalve C en B met AC of (3 = O en met AB of y =: O ge- 
meen heeft, zoodat de lijnen BC of a + XyzziO en CB' of 
»+Kp =1 O de toegevoegden zijn van evengenoemde raaklijnen Bè 
en Cc, en als eindelijk M' of (a = — (3 = y) en M" of (a = (3 = - y) 
de snijpunten voorstellen der uitwendige deellijn (3 -|- y =: O van den 
hoek A met de overeenkomstige deellijnen « + ^ = en at + ymO 
van C en B, dat i^-^e middelpunten der tegen AC en AB aange- 
schreven cirkels van den assendriehoek — dat de beschouwde aan 
zich zelve toegevoegde kegelsnede is omgeschreven om ieder der vijf 
vierhoeken BóCC', CcBB', BB'CC', B^cC, BCM'M". De laatste 
der opgegeven vormen is voor de aanwijzing van het eigenaardige 
van al dergelijke kegelsneden de meest geschikte, in zooverre hij, 
onafhankelijk van de waarde van den enkelen coëfficiënt JT, die iedere 
kegelsnede in het bizonder kenmerkt, aantoont dat allen door de- 
zelfde vier punten B, C, M', M" gaan en dat dus meer in het 
bizonder de gemeenschappelijke koorde M'M" uit de uiteinden der 
gemeenschappelijke koorde BC onder rechte hoeken gezien wordt. 

Wenscht men nu verder na te gaan, hoe zich op eene dergelijke 
kegelsnede K elk paar toegevoegde punten O of (ƒ, ^, h) en O' of 
(ƒ'» y» ^) verhoudt, dan kan men wegens ff z=.gg z=,hh' de ver- 
gelijking der koorde 00' nederschrijven onder den vorm 
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= 0, 
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of ook, door bij de tweede rij te tellen /-maal de eerste en dan met 
inachtneming van ƒ* +^ A = --£■(*ƒ +/y) te deelen door f(ff + h), 
onder den yorm 

ƒ y A 
-JT 1 1 =0, 

waardoor het yan O en O' onafhankelijke punt (—JT, 1, 1), dat is 
het snijpunt yan de reeds beschouwde lijnen BC' of x^Ky=zO en 
OB' of a + Jr/3 = O, dus ook van de deellijn ^ = y van hoek A, 
tevens wordt aangewezen als gemeenschappel^k snigpunt van al der- 
gelijke koorden. Omdat voorts de punten M' en M", als liggende 
op de deellijnen der hoeken in B en in C, hunne eigen toegevoegden 
zijn en de koorden aldaar dus in de raaklijnen overgaan, is het 
gevonden punt (— JT, 1, 1) niet anders dan de pool van M'M'', 
zooals ten overvloede bevestigd wordt doordien de poollijn 

van een geheel willekeurig punt («i , (3, , yj in dit geval overgaat 
in (3 + y = 0. 

Ook hier weder, voor de zich zelve toegevoegde kegelsnede, zouden 
beschouwingen van zuivere meetkunde toereikend geweest z^n om het 
analytisch gevondene te bewijzen. Uitgaande toch van het punt B 
van eene om den vierhoek BC M'M" beschreven kegelsnede heeft 
men, zooals boven reeds werd opgemerkt, twee stralenbundels BO 
en BO' in involutie, die derhalve (zie Chaslbs, Sections coniques^ 
Art. 226; ook Art. 189 en 140, II) op de kegelsnede zelve twee 
indeelingen in involutie vormen, hebbende tot dubbelpunten de op 
de dubbelstralen of deellijnen der hoeken in B liggende punten M' 
en M''. Eensdeels loopen dan de koorden van twee toegevoegde 
punten O en O' op een zelfde punt uit, hetgeen als boven de pool 
van M'M" moet zijn: ten andere vormen nu ook de stralen CO en 
C O' uit eenig ander punt C der kegelsnede twee bundels in involutie 
met CM' en CM" als dubbelstralen, zoodat, als bovendien zooals 
hier deze dubbelstralen loodrecht op elkander staan, elke twee toege- 
voegde stralen (zie Chaslbs, Geometrie supérieure. Art. 247 en 251) 
daarmede wederzijds gelijke hoeken maken. Elke kegelsnede, be- 
schreven om een vierhoek, die past in een cirkel, en hebbende eene 
der zijden M' M" tot middeUijn , is alzoo in den thans bedoelden zin 
aan zich zelve toegevoegd met betrekking tot de overstaande zijde 
BC als basis. 
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Jaist omdat de vierhoek BCM'M" in een cirkel past, is voorts 
(zie !PERE£Es-MiLTTH£S, pag. 156) de meetkundige plaats der middel- 
punten van al zoodanige door B en C gaande kegelsneden eene gelijk- 
zijdige hyperbool. 

De boven in de tweede plaats verkregen vergelijking «* — j3y-^- 
-^- Jr(ya— «P) = O stelt eene willekeurige kegelsnede voor, gaande 
doof B, door O, door het middelpunt M of {-*xzizp:=zy) van den 
tegen BO aangeschreven ourkel van den assendriehoek en door het 
middelpunt {st=ifizs^y) van den ingesdirerven cirkel van dien 
driehoek. Het sdiiJAt niet noodig, vow deze kegelsnede het onder- 
m«k td h)arhal6Q. 



GROOT CIRKEL ZEILEN, 



L. JAN8R Ba. 



In de zeevaartkunde sijn eeik achttal methoden bekend, om het 
¥raagitttk der grootcirkelzeüing op te loesen. Be eefsté methodic 
bevat de oplossing met behulp der bolvormige driehoeksmeting $ de 
tweede is de oplossing door midd^ der globe; de derde is die van 
TowsoN, welke het gebruik van een diagram noodzakelijk mAakt; 
voor de vierde, die van Bussbl, is eene gebeele kaart met een 
index noodig; de vijfde methode van Aiby leert den boog van den 
grooten cirkel door middel van punten op de Mercatonsehe kaart 
bepalen; volgens de eesde methode wordt de boog van den grooten 
cirkel door constructie met passer en liniaal beschreven; de zevende 
berekent de koersverandering voor een gegeven aantal afgelegde 
mijlen; terwijl eindelijk de achtste methode het middel aangeeft om 
den grootcirkelboog op de Mercatorische kaart te trekken éoot drie 
punten, namelijk: door de plaatsen van afvaart en aankomst endoor 
de te berekene plaats van den vertex. (Snijpunt van den loodrechten 
boog, uit de pool op den afstandsboog getrokken, met dien afbttuids- 
boog). 

Hoewel acht verschillende methoden om éen en hetzelfde vraagstuk 
op te lossen, al weelde genoeg is, waag ik het toch daarb^ nog eene 
negende te voegen, eene methode, voor welker oplossing ik eene 
kleine tafel heb berekend, die onder tafel XXXYIII van mijne 
Nieuwe Logarithmiscke y Zeevaari- en Sterrekundige tafelen voorkomt, 
onder het hoofd: ^^ Verschil in azimuth van de loxodroom en den 
grootairkeF. Mtt behiüfp van dcee tafel, of, zoo men wil, dodr 
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berekening eener hoogst eenvoudige formule, wordt dit vraagstuk 
geheel en al door constructie — het trekken der loxodromische lijn — 
op de Mercatorische kaart opgelost , zonder dat verder eenige berekening 
uitgevoerd behoeft te worden. 

Deze methode bestaat hierin. Men trekt op de Mercatorische kaart 
de rechte loxodromische liyn van de plaats van afvaart tot de plaats 
van aankomst, en bepaalt op de bekende wijze den loxodromischen 
koers van afvaart. Met het verschil in lengte der beide plaatsen en 
met de afgevarene breedte als argumenten , zoekt men in meergemelde 
tafel XXXYIII op het oog af, het verschil tusschen den loxodro- 
mischen koers en dien van den grootcirkel, en zet dien hoek uit de 
loxodromische lijn, naar de naaste pool uit; deze lijn is de richting 
van den koers van afvaart langs den grootcirkel, of liever die aan- 
vankel^ke koers langs de raak lijn dier kromme lijn. Wanneer men 
nu dezen koers onveranderlijk behoudt tot den volgenden middag, of 
tot een ander tijdstip, waarop men een goed bestek heeft verkregen, 
dan zet men dit bestek op de kaart af, en beschouwt nu dit punt 
als eene nieuwe plaats van afvaart. Men trekt eene nieuwe loxodro- 
Dusche lijn uit dit punt naar de plaats van aankomst, zoekt met het 
nieuwe lengteverschil en de nieuwe breedte van afvaart in tafel 
XXXVin weder een nieuw verschil tusschen genoemde koersen, en 
stuurt zoo veel graden meer naar de nabij zijnde pool toe als de 
nieuwe loxodromische koers aangeeft; men zeilt alzoo langs eene nieuwe 
raaklijn van een groot cirkel , die bügkbaar eenigermate van de vorige 
zal verschillen, tot men weder een goed bestek verkregen heeft; en 
zoo gaat men voort tot men aan zijne plaats van bestemming gekomen 
is. Deze methode, die, zooals men bemerkt zal hebben, zeer ge- 
makkelijk aan te wenden is, is daarom praktisch, omdat men zoo 
geheel onafhankelijk is van het wel alt^'d voorkomende geval, dat 
men nimmer op den eerst berekenden of geconstrueerden grootcirkel 
zal bleven, dew^l men telkens de raaklijn van het begin van een 
nieuwen grootcirkel volgt; terwijl men big al de acht genoemde 
methoden eigenlijk dagelijks de berekeningen vernieuwen moet. 

Ten einde eenigermate te kunnen beoordeelen, in hoeverre het 
zeilen volgens de laatste methode verschilt met het zeilen volgens 
den grooten cirkel, waardoor men blikbaar op eenigzins hoogere 
. breedte komt dan volgens den grootcirkel, heb ik tot voorbeeld ge- 
nomen de route van Kaap Clear naar St. John's New Foundland. 
Daarvan heb ik berekend de lengten en breedten, waarop men elk 
etmaal met een 60-mijls vaart komt, volgens de loxodroom, volgens 
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den grootcirkel en volgens de raaklijnen aan dien grootcirkel. Dit 
voorbeeld is genomen uit mijne ffFormules en Voorbeelden voor de 
oplossing der Zeevaartkundige Vraagstukken^** blz. 73. 



JUmte van Kaap Clear naar St.. John*% New Foundland. 





Loxodroom. 


Grooti 
Lengte. 


5irkel. 
Breedte. 


Raakl. a. 


d. gr.cirk. 


Etmalen. 


Lengte. 


Breedte. 


Lengte. 


Breedte. 


Plaats van afvaart. 


W 9** 29' 


N51*»26' 


W 9*'29' 


N51''26' 


W 9«29' 


N 51*^26' 


l« etm. verb. 60 myi. 


15 49 


50 53 


15 45 


51 55 


15 53 


52 4 


2« etm. verb. 60 mijl. 


22 4 


50 20 


22 21 


52 2 


22 22 


52 20 


3* etm. verb. 60 mijl. 


28 15 


49 48 


28 52 


51 51 


28 53 


52 IS 


4e etm. verb. 60 mijl. 


84 21 


49 15 


35 15 


51 12 


85 20 


52 42 


5e etm. verb. 60 mijl. 


40 25 


48 42 


41 22 


50 17 


41 33 


50 46 


6e etm. verb. 60 mijl. 


46 25 


48 9 


47 15 


49 3 


47 24 


49 27 


Plaats van aankomst. 


52 43 


47 34 


52 43 


47 34 


52 43 


47 34 


Afstand. 


161 


)9' 


16 


r6' 


1680' 



Wanneer men de verkregen breedten, die volgens den grootcirkel en 
volgens de laatste methode bereikt wordt, met elkander vergelgkt, dan 
bemerkt men, dat men b^ de laatste methode in het vierde etmaal 
30' hooger komt dan door het volgen van den grootcirkel, en daar 
dit altijd het geval zal zijn, zoo kan men dit vermijden, door een 
paar graden minder poolwaarts te staren, dan de berekening aan- 
geeft, ten einde liever de koorde van den af te leggen grootcir- 
kelboog eenigermate te volgen. 

Wanneer, zooals aangegeven is, de loxodromische lijn en de raak« 
1^'n aan den grootcirkel op de kaart getrokken is, dan heeft het 
geene moeite in zich den grootcirkel zelf op de kaart te constroeeren. 
Men beschouwt namelijk de loxodromische lijn als eene koorde en 
de getrokkene grootcirkelronte als eene raaklijn van een cirkelboog, 
zoekt daarvan op de bekende wijze het middelpunt, en beschrijft dan 
den boog van den cirkel tusschen de beide plaatsen van afkaart en 
aankomst; deze zal ten naasten bij den te volgen grootcirkel voorstellen. 

Er blgft nu nog over eene eenvoudige formule te vinden , waardoor 
het verschil in azimuth van de loxodroom en den grootoirkel kan 
berekend worden; de formule, naar welke de grootheden in tafel 
XXXYIII berekend z^n. Zoeken wij eerst dit azimuthverschil op den 
bol. Stellen wijj ons daartoe voor^ of teekenen wijj een bolvormigen 
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driehoek FAB, geTormd door de pdol P, de pkats van afvaart A, 
en die van amikomst B, ön beteekeneil wij 

de lengte en breedte der plaats van afvaart door . . , l en b, 
de lengte en breedte der plaats van aankomst door ... Z' en b\ 

het lengieverschil tasschen genoemde plaatsen door A, 

de koers van afvaart, of den hoek tusschen den groot- 
cirkel en den meridiaan door K, 

de kecrs van afvaart volgens de loxodroom door K\ 

en het verschil dier koersen, de grootheid die wij zoeken, door E"; 
dan hebben wij, volgens eene bekende formule der bolvormige drie- 
hoeken , 

8inVA.CotVB = CbtA.SinV+Co8VA..CosV .... (1) 

of Cosb,Tanffb'=:OotK.SinX + Sinb.Oo8X, 

^ -^ SinX 
waaruit TangK=. -=, ,, ^ , ■zr-^^ (2) 

de koers van afvaart volgens den grootcirkel. 

De loxodromische koers op den bol, wordt, zooals bekend is, 
voorgesteld door Taw^Z* = verschil in lengte, gedeeld door verschil 
in vergFootende breedte, 

of TangK— ^ ^' ^j .^ = , ^/ ^ ^ , (3) 

A twyr. breedte vgb, b' — ty». b 

twwijl ffefffr.breeMeh:==iLTff(4^^''-\-^h) (4) 

wiartn X déa Keperiadnschen logarithmus beteekent. 
• Nu ÏÈ^^ mitL voor* het veisehil dier koersen 

el I^^jr-^: ^7^^"y, (5) 

^^ l^ Tang K! .Tang K 

Ten einde voor fommle (d) een eenvoudiger uitdrukkinii^ te ver- 
kriggea,. moeten wij eerst Tangb* ia b uitdnikkmi. Dawtoe hebben 
w^y vooc het versofaü i& breedte hh stellende, 

yberen wij de deeEng in deze breuk uit, dan verkrijgen wij 
Tang {b'\r£kb)z=:Tangb'\-Iaag^b'^TangH. Tang êib^Tangb.Tang^ èith '\' 

^Tang^b.Tang^Êib^Tmg^^h-^.., 

:sLTm9gh'\'{\ ^ Tang^^^Tmg ókh-^ 

-K2iify^+ Tanf^ ójTang^ A ï + . . . . 



ra«^jr= 



95 
= Tanff6+ —^ +Tanffb (1 + TanffH)Tanffi Hih^ ,, 

Stdlan w^ nn kei leD^iFenehil A klein, dan is ook A6 kkin, 
en dan mogen wij stellen 

SmXz=zXSinl\Co8X = l-^X*JSin*l', en Tan^Ab = AbSinl\ 
en de formule (2) Terandert in 

XSinV 



{^^^^^-^+Ê^,(^^)''^-'^'^-'^^^ 



AbSinV . /&«5 



^' ^^^^= A5 ^>^ ' 

Wanneer wij ook deze deeling uitvoeren, en oscr bepalen b§ de 
twee eerste termen, die de eerste machten der grootheden bevatten, 
dan rerki^'gen wij eindelijk 

^ „ XCosb 

TangKzsz.^-^ X^nb.SinV ........ (6) 

Om, ten anderen, ook eene vereenvoudigde uitdrukking voor de 
formule (8), de waarde van den koershoek volgens de loxodroimachi& 
lijn, te vindw», moeten w§ eerst de foimule (4) of lierer 

vereenvoudigen. 
Des» wiwrdeB kunnen ook aldus voorgesteld worden 

Daar, zooals bekend is 

is, ZOO is 

^vgi = {{SinV•\•\SinH'•\-\8in^'^.,]'-\{Binb^^Sin^^\' 
•=L{{8inb'-Binb}^\ {^nH'-^nH} + . . . . 



= \{Sin{b + Ah)-Sinb} + I {Sin^b + A b) - SinH) + 

z=:{.2Co8{b^\Ab),SinAb-\- 

dat is 
Avgb = Oo8{b-\'\Ab),AbSinr+ 

Deze waarde in formule (3) overbrengende, bekomt men voor 

XSinV __ A 

dat is A*Ta»^-ir = afwijking = veranderl5ke lengte, maal secans 
middelbreedte. 

Wanneer wij verder de deeling der breuk ^^^.^ ^^^. eenige ter- 
men voortzetten, dan zullen wij vinden 

1_ l__ 

Cös(b + \Ab) Cosb.Oos^fdb—Sinb.Sin^Ab 

~a8bTOo8{Ab'^ Co8^b.Co8^-\Ab^ CosH.Cos^^Ab^ " ' 

Stellende wederom Cos^Ab =1, en Sin{Ab =i lAbSinV, dan 
verandert deze formule in 

en de waarde van ^ /i . i a zx ^ formule (7) overgebracht, geeft 

(J08[^0-\-jAÓ) 

voor 

Ab , ^ 8inb . ^ ,^» «, ,/ , . 8m^ b . ^ .^^ ., . _. 

Aangezien wy ons alleen bepalen bij de termen in de eerste macht, 

dewijl wij die der tweede en hoogere machten voor ons doel mogen 

verwaarloozen, zoo behoeven wij de deeling der breuk in het tweede 

lid der vorige vergelijking niet verder dan tot de eerste machten 

der grootheden b en X voort te zetten; dit doende verkrijgt men 

voor de waarde van 

_ __- XCo8b }JS&nb ^, ,, 

TanfflC=-^^ ^ SinV (9) 

de tangens van den koershoek van afvaart volgens de loxodroom. 

De tangenten der beide hoeken van afvaart alzoo bekend hebbende, 
vindt men de tangens van hun verschil door middel van foriilLüle ^5), 
namelijk 



97 

^'^^ -WTangK'.TangK' ^^^ 

door daarin over te brenp^en de waarden van TangE^ en TangK 
in de formulen (9) en (6) gevonden, verkrijgen wij alZiOo 

XCo%h XSinh ^, ,, 'XCosb ^. , ^. ,\ 
Aö 2 \Ao / 

of Tang E!' = —^—tttTI = ^^^Sinb.SinV'^ . . . 

+ 1A5F"'--- 
en, daar wij mogen stellen Tang K" :=^ K" SinV , zoo is eindelijk 

K"=L IXSinö (10) 

De hoek K ' derhalve , of het verschil van den hoek van afvaart 
volgens de loxodromische liju en den aanvankelijken hoek van afvaart, 
dat is volgens de raaklijn van den grootcirkel , is benaderend, gelijk 
aan het halve verschil in lengte der beide plaatsen, 
vermenigvuldigd met de Sinus van de breedte der 
plaats van afvaart. Volgens deze formule zijn ook de groothe- 
den in tafel XXXVIII berekend, van 3 tot 3' lengte tot 120'* ver- 
schil in lengte, en van 1 tot 1' breedte tot 60* breedte. Door de 
vereenvoudigingen, die wij in den loop der ontwikkelingen hebben 
moeten maken, om tot de laatste uitdrukkingen soor Tang SU, TangK 
en Z" te geraken, kan deze formnle niet de nauwkeurige zijn, maar 
moet voor een groot verschil in lengte en in breedte wel eeniger- 
mate van de ware koers volgens den grootcirkel afwijken. Het 
komt ons echter voor, dat die afwijkingen binnen de grenzen zullen 
vallen van de nauwkeurigheid, die op zee door allerlei omstandighe- 
den te bereiken is; terwijl bij deze methode eene gemaakte fout zich 
altijd van zelve herstelt, wat niet het geval is, wanneer men volgens 
een der vorige methoden handelt; dewijl een eerst gemaakt verschil 
in zeiling met de berekening van den eenmaal vastgestelden groot- 
cirkel, noodzakeKjk op de volgende routen moet inwerken, en men 
zoo blijvende voortrekenen nimmer de plaats van aankomst berei- 
ken kan. 

Om de nauwkeurigheid, die met de formule K" =z^XBinb te be- 
reiken is, aan te toonen, nemen wij tot voorbeelden de vraagstukken 
1224 tot 1203 van onze f. Verzameling van JFU' en Zeevaarikundige 

7 
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Vraagstukken'* De volgende tabel geeft aan het verschil in koers 
van den loxodroom en den grootcirkel, berekend volgens bovenge- 
melde formule in kolom 3 , en daarnaast datzelfde verschil in de laatste 
kolom, opgemaakt uit de op de bekende wijze berekende koersstreken. 
Eene vluchtige vergelijking van de waarde in de laatste kolommen 
zal voldoende zijn om zich te overtuigen, dat de benaderingsformule 
al zeer nauwkeurig, voor zeegebruik altans, de waarde van Z" 
aangeeft; slechts in gevallen, waar de plaatsen meer dan 90® in 
lengte, of als de breedten der plaatsen veel van elkander verschillen, 
nadert men beter de waarheid door de sinus der middel breedte 
te nemen, in plaats van de sinus der breedte van afvaart, zoo- 
als bij de voorstellen 1227, 1236 en 1241 plaats heeft; terwijl bo- 
vendien die grootcirkels, wier eindpunten meer dan 120" in lengte 
van elkander gelegen zijn , op veel te hooge breedte komen, dan dat 
zij kunnen bezeild worden, zooals de oplossingen der grootcirkele 
1231, 1232 en 1238 aanwijzen. 

Vergelijking tusschen het verschil der berekende koersen en dat 
volgens de formule E!' ^=,\xSinb verkregen. 





Lengteverschil. 


Sin. breedte 
afvaart 


Half lenglever- 
sehil maal 
Sin. breedte. 


Berekend 
verschil in koers. 


1S25 


87'' 3' 


571 


24^9 


30**37' 


1226 


70 3 


771 


27 1 


25 41 


1227 


120 9 


mid. hr. 777 


47 


45 13 


1228 


85 2 


355 


15 1 


14 42 


1229 


87 8 


830 


36 2 


38 24 


1280 


53 7 


673 


18 1 


17 5 


12SI 


Grootcirkel, die de paralle 


1 van 45" niet 


overschrijdt. 


1232 


idem 






idem 


1233 


68 


766 


26 


27 8 


1234 


53 


765 


20 3 


20 52 


1235 


90 2 


794 


35 8 


38 28 


1236 


71 l 


mid. br. 389 


13 8 


13 16 


1237 


70 3 


577 


20 8 


23 33 


1238 


Grootcirkel, die de paralle 


1 van 50"* niel 


overschrijdt. 


1239 


43 2 


782 


16 


17 1 


1240 


62 7 


829 


26 


25 5 


1241 


89 4 


mid. br. 523 


23 4 


25 17 


1242 


59 6 


539 


16 1 


18 43 


1243 


101 4 


572j 


29 


33 33 
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Nu w\j het vendbil der koersen op den bol hebben leeren kennen, 
moeten wijj nog onderzoeken , of wij die hoeken op de Mercatorische 
kaart mogen oyerbreogen , dat is, of de hoeken yan afraart op den 
bol en op de MeroajU^rische kaart aan elkander gelijk zijn. 

Wat de loxodroom aangaat, zien wij lichtelijk in, dat de hoeken 
Tan die l^n, welke eenen stand vastigen hoek met al de meridianen 
maakt, dezelfde is op den bol als op de Mercatorische kaart; dewijl 
de loxodroomsche lijn op de kaart daarom eene rechte lijn wordt, 
omdat de meridianen, die op den bol in de pool samenkomeai^ op 
de kaart allen evenwijdig getrokken zijn. Om datzelfde ook aan te 
toonen, wat betreft de koers yan den grooten cirkel,, gaat. nmk aoo 
dadelijk, maar moeten wij daartoe eenige wiskundige bescba«wiiigAft 
laten volgen, die niet geheel tot het elementaire behooren. Daartoe 
moeten wij den hoek tusschen den grootcirkel e& den meridiaan, die 
in de coördinaten van den bol, dat zijn lengte en breedte, gege- 
ven is, overbrengen in coördinaten van de Mercatorische kaart, na- 
melijk in lengte en in vergrootende breedte; en de uitdruk&ing 
van deze tangens moet vergeleken worden met de tangens vaal ^^m^ 
zelfden hoek op de Mercatorische kaart, ontleend uit de vergel^ldng 
der loxodroomsche lijn op die kaart. Men kan ook d« vergelijking 
yan den grootcirkel op de Mercatorische kaart zoeken, daaruit de 
tangens van den koersboek opnaken, en deze vergeü^ng met den 
koershoek van den bol vergeleken. 

y^lengen w^ daartoe de meridiaan PA tot hij den equator in O, 
en den boog van den grootcirkel tot hij den equator in D snijdt, 
en noemen wij de lengte van dat sn^punt = ^i , dan heeft men in 
den rechthoekigen bolvormigen driehoek DAG, 

«»AC 3K (2WDAC. Jtf«^CD, of Sinè=z,C(dAT^.{l-lt)fl 

waaruit Tmg A znz Tan^ K =. ^^^^ > (1^) 

voorts SinOJy = Cot kJ^Q. Tang kG of Sin{l'-l^)'=iCot(p.Tgby 

waaruit* ' ' ' Tang hz:^ Tang <f>,^n{l-l,) (12) 

De eerste formule {Y\} geeft den hoek Ay die als- ovei9tatiiiè& hoek 
gel^k is aan den koershoek JT of LPAB van den grootcirkel met den 
meridiaan, en de tweede fomrale (12) de vergelgking van den groot- 
cirkel op den bol, uil^edrdtt in de Heffing <p vaa dten ^?èotcirkel 
op den equator. 

' Otai dSe vergelijkingön op de kaart over te brengen, hebben wij- 
de breedte b slechts om te zetten in rergrootende breedte, ald^s. 

7* 
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_ . .1+Sinb 
2 vgó = L rr-T» 

of daar jc = Xy zijnde, y=,e' is, zoo is 

l-Sinb 

waaruit Sinb = .^. , . • 

Brengen wij deze waarde Yan Sünb in formule (11) over, dan 
yindt men 



,ivfh 



+ 1 



Verder is r<«y^ =____, 

derhalre 



_ g^^g^- 1 / i (<g»^g^+l)^->(g»^g*-l)» _ 



deze waarde van Tailed in de formule (12) overgebracht;, geeft voor 

of ^n(l-l,) — \Cot(p.{e'"^'-e'''^') (18) 

de vergelijking van den grootcirkel op de Mercatorische kaart. 

De tangens nu van den hoek, dien deze grootcirkel met den 
meridiaan in het punt A van afvaart maakt , iB gelijk de verhouding 
van de gelijktijdige aanwassen harer coördinaten, wanneer die zeer 
klein genomen worden, namelijk aanwas der lengte, gedeeld door 
aanwas der vergrootende breedte. Drukken wy deze kleine aanwas- 
sen met het teeken A aan, dan heeft men 
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Ingeval de lengte met de grootheid £^{1-1^) toeneemt, dat is, 
als [l l^) wordt ^l ^i) + A,^~^j), dan wordt 

Sin[l-'l^)=Sin{{l^l,) + ^[l-^l^)} — 

en de aanwas van iSï«{Z-^i)-= /Sit» {(^~^,)+A(Z-Z,)}-/8ï»(Z-^,) = 

Laten wig nu evenzoo vgb met Avgè toenemen, dan wordt de aanwas 
van ^f.?*, _^trff*+A^g*_gt»^* = (?"«"* XAr^d, 

en van e''' ^ ^ . . . e-^ " « ^+^'' « ^ ^-^ e"' ^ ^ =z e"^ ^ ^X'- ^ vffb; 

weshalve de aanwas van 

Wij verkrijgen dus 

^ • Avgb ^ ^ C08{l-l,) ^ ' 

voor den hoek van den grootcirkel met den meridiaan op de Merca- 
torische kaart. 

Uit formule (13) vindt men 



derhalve 



Maar dit is dezelfde uitdrukking, die wij voor den overeenkomsti- 
gen hoek op den bol in formule (11*) gevonden hebben; weshalve 
de hoek van den grootcirkel met den meridiaan op den bol en die 
op de Mercatorische^kaart volkomen aan elkander gelijk zijn. 



KLEINERE MËDEDEELIMEN, 



LEEEWIJZB OM DE FORMÜLBK, DIE BIJ HET STELLEN VAN 

INÜNDATÏÉN TER BEREKENING VAN DE ÏNSTROOMENDE 

MASSA'S WATER GEBRUIKT WORDEN, TE HERLEIDEN 

TOT ZOODANIGE FORMÜLEN, DIB IN WEINIGE OOGEN- 

BLIKKEN DEN TIJD, TOT ONDERZETTING VEREISCHT, 

Bü BENADERING BEKEND DOEN WORDEN, VOOR 

HET GEVAL, DAT HET INSTROOMEND WATER 

AAN ÈB EN VLOED ONDERWORPEN IS, 



J. H. 8CHAFER. 



{Verwig van Deel FI, blz. 202.) 
[Zie ook Plaat III aldaar.] 



III. FbaKTISCHE FOBMULEN VOOB 't GEVAXi de IN8TH00MINGS- 
HOOOTE IN 5 OF 10 DEELEN YEBDEELD IS. 

A. I» 5 deelen. 
a. Iktur 9an éb m vloed. 

Op grond yan hetgeen in onderdeel V volgt, zal eene rerdee- 
ling van de in^troomingshoogte {a+b—c) in 5 of 10 deelen, naar 
onze meening, voldoende zijn. 

Om voor w = 5 tot de verlangde formulen ö,, 6j, 63 enz. te 
geraken, merke men weder vooreerst op, dat de duur van eb en 
vloed en omgekeerd, zal zijn als volgt. 
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bij peil e 5 tgdsd. \')^ / dus /i in fonn. (6) Tan 1 tot 5 \ 

bij peil(c-|-A?), 4 tijdsd. iS * 1 dus je? in form. (7) van 1 tot 41 . 

bij peil (c + 2 A?) , 3 tijdsd. f ^ r| j dus ji? in form. (8) van 1 tot 3 f | 

bij peil (c + 3 Ar), 2 tijdsd. ( ü § i dus jt? in form. (9) van 1 tot 21 § 

bij peil(c + 4*), 1 tqdsd. i II * I dus ji? in form. (10) van 1 l-S 

bij peil (c + 6 Ar), O tijdsd. / ^ \ / 



b. Gemiddelde watermassa's per eerste etmaal hy de 
opvolgende polderpeUen, 

Voor de met die peilen per eerste etmaal overeenkomstig in- 
stroomende watermassa's, zal men voor »ï = 5 vinden^ bis 
1**, bij peil o 

42if( 5= 4^/3 {(1 + 1/3 + 1/5 + 1/7 +|/9)c + 

+ (1 + 31/3 + 61/6 + 71/7 + 9 v/9) |^} = 

= 41^/3 (10,614.0 + 20,966 Ar) (?) 

2^ bij peil {e + k) 

42itf/+*4=4^/3{(l + |/8 + >/6 + |/7)c + 

+ (4 + 61/3 + 81/5 + 101/ 7)1^} = 

= 4 ^P (7,614. c + 19,580 Ar); (Q) 

^3». by peil (c + 2Ar) 

4SJf/ + **3 = 4^(3{(l + v/3 + i/5).c + 

+ (7 + 9v/3 + lli/6)5^} = 

= 4^(3 (4,968. c + 16,728. ;&); (R) 

4». bij peil (<^ + 3Ar) 

42if/ + «4 = 4^(3{(l + l/3)c + (10 + 12|/3)|Ar} z= 

= 4^P (2,732. d + 10,261. Ar); (S) 

5°. bij peU (c + 4^) 

4Silf/+** =4l5/3{c+18. J Ar} = 

= 4^p(c + 4,333Ar); (T) 

6». bij peü (c + 6Ar) 

4S3fJ + 5* =0 (U) 

B^* dit laatste peil heeft de iuundatiè-spiegel hoog water bereikt, 
en houdt dus de instrooming op. 
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c. Bemiddelde watermassa's tusscken twee opvolgende 
inundatiepeilen» 

Naar het gestelde in onderdeel ï g, is dus de gemiddelde in- 
stroomende massa water per etmaal Yoor m z=z 6 als Tolgt. 

1^ tusschen c en (c + ^) 

J- {F+Q) = 2tfi (18,228 . c+ 40,546 k); 
2*. tusschen {c + k) en (c-|-2^) 

l- (Q + i2) = 2^(3 (12,582 . c+ 35,308 k); 
3°. tusschen (c+2^) en (c+3k) 

^ (R+ Jg) = 2^^(7,700 . c+ 25,989 k); 

4**. tusschen (c+Bk) en (c + 4^) 

j(>S'+r) = 2^(3(3,732 . c+ 14,594^); 
5°. tusschen (c + 4^) en (c4-5^) 

|(T+27) = 2^/3(c + 4,383/t). 



' ' d. Tij/rfe» m etmalen om de inundatie op gegeven 
peil te brengen. 

De hiermede overeenstemmende tijden in etmalen zijn dus naar 
aanleidingvan het gestelde in onderdeel IA, in aanmerking nemende 

dat t = 21600 j is, 
o 

1°. van peü c tot {c-^k) 

kO kO 



kO kO 



|(P+Q) 2 ^(3(18,228 c + 40,646 Ar) 

— ^ 1 ^Q 

~ 43200 ' (3 * 18,228 c + 40,646^' 

Stelt men dus .,-,. ^ =; C, waarin (3 = BnVgk is (zie II. e. 1), 

4ööUU p 



(18)1 



^~ (18,228. c + 40,646 A) 

Op deelde, gronden vindt men achtereenvolgens 



2^ van peü (c + Ar) op (c + 2k) 1 « 



^* ~ (12,582. c+ 36,308 A?) ^^^^1 



•c 
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3^. van peil {c^2k) op (c + 3^) \ 

^' ~ (7,7. c -f 25,989 >ir) ^^^^ 

4®. yan peil (c + 3 ^) op (c + 4 ^) 

^* ~ (3,732 . c + 14,594*) ^^^^[ ^^ 

5"*. van peil (c + 4A?) op (c+5Ar) 

*==7T4,83r* ^"\i 

B. In 10 deeleti. 

Is de instroomingshoogte ./ .ff = (« + /> — c) van polder- tot HW 
peil aanvankelijk in 10 deelen verdeeld, en is alzoo j\^ (a 4- A -- c) =- 
= J ^- :zr *' , dan zal men, als men eveneens rekent als voor m:=^^ 
gedaan is, in dit geval voor de verlangde tijden in etmalen vin- 
den, als 

1°. van peil c tot (c-f*') 



' 56,42c + 236,079A:« 

%\ van peü (c + /t') tot (c+2*») 

C' 



(18) i 
(19) 



^~ 46,939. c + 227,931 ;&' ' 

3^ van peü (c+2A?») tot (c^-3Ar') 

C' 
^ ' ~ 38,944. c+ 212,284*» ^^^^ 

4^ van peü (c-|-3*M tot (c-|-4*») 1 hh 



% 



*"" 31,467. c + 190,210*' 
5^ van peü (c + 4*") tot (c+5*^) 



^ "" 24,645. c -f- 162,888*' * ' 
6^ van peü (c+5*») tot (c-f6*») 

6' = Il (23) 

^ 18,228. c+ 131,686*' ^ ^ 

7^ van peü (c + 6*') tot (c-|.7*') 

• e' 

t' — 1 . . 

' ~ 12,682. c + 98,218** 



mi 
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8°. Tan peü [o + lk') tot (c + 8*») 

O' 
^« ~ 777. c + 64,489*» ^^^^' 

9^ van peil (c + 8*») tot (c + 9*«) f g 

(7' / 

^ ^ ~ 27732. c + 83,255>t' ^^^^' 

10^ van peü (c + 9/ïr') tot (c+10;&') 
C' 
^''°~c+9,838;&' ^^' 

NB. In de formulen heeft C' dezelfde beteekenis als in de 
formulen der eerste serie, dus 0= AonanQ ^^ ^ =^nBVff^^ 
(zie II. e, 1), zijnde in dit voorbeeld ^ = |Ar (zie III. A. 1). 



IV. Toepassing dezee methode op het onderzetten van 

DE EMILIA-P0LDEE , VORMENDE DE WESTELIJKE 
INÜNDATIEKOM TE GEERTRUIDENBERG. 

Om terstond het groot gerief dezer formulen door een voor- 
beeld in 't licht te stellen , stelle men zich ter beantwoording de 
volgende vraag voor. 

In hoeveel tijd kan de Emilia-polder bij Geertruidenberg, vor- 
mende de westelijke inundatiekom , groot 18,340000 el*, door de 
groote schutsluis te Brimmelen alléén daartoe te bezigen, tot militaire 
doeleinden genoegzaam worden geïnundeerd? namelijk, in de veron- 
derstelling, dat bij geopende ebdeuren dier sluis, het bui- 
tenwat^r als bij een onvolkomen overlaat over den slag- 
dorpel kan geacht worden binnen te loopen, en de ebdeu- 
ren gedurende het geheele tij kunnen geopend blijven. 

Bij die sluis zijn, ♦naar officieele bescheiden, de peilen van 
gewoon HW en LW van den Amer en van polder-zomerpeil, be- 
nevens het peil van den bovenkant des slagdorpels, zoo als die in 
fig. 8 zijn aangeteekend. De wijdte der sluis tusschen de slagstijlen 
is B = 4,1 el. 

4. Uit die peilen leidt men af, dat 

5i> = a = 0,80 el, BAzzzb =1,90 el, AJD=za+ó =2,20 el, 

HF =c = 0,66 el, Jfö^ = a + d-ci=:l,55 el; 
en dus ^ = J (a + d-c) = 0,31 el 

is. Voorts is (zie formule (18), eerste öerie) 



W7 

C- ^ '^ 
""-43200 (3 

en (3 = BnVgk = 4,1 X 0,62 1/ 9,81 X 0,31 , 

waardoor Xo^ C= 2,12174 wordt. 

5. Voor den tgd, om de inundatie van peil c op de achtereen- 
volgende hoogten c + ^ , c + 2 ^ enz. te brengen , vindt men in wei- 
nige oogenblikken door de formuLen der eerste serie, als 

1**. van c op o + k, dat is, van 0,65 op 6,65 -|- 0,81 := 0,96 el 
boven de kruin des shigdorpels, komende overeen met 0, 14 -4- AP., 
figuur 8, door formule (13), waarin 18,228 .c + 40,546^ = 24,417 =/i, 
is derhalve 

Z(ji^<, = i;o^'^ =0,73404, en dus 6 ,= 6,42 etmalen. 

NB. Die tijd is verkregen in de veronderstelling, dat het maai- 
veld des polders ook op zomerwaterpeil = c gelegen was. Dit is 
echter niet het geval. Het wordt aangenomen te liggen op gemid- 
deld 0,3 el boven dat peil, dus op gemiddeld 0,14 -7- AP. Men 
zal dos uit den verkregen tijd d, moeten afleiden, hoeveel i^d 
hiervan zal worden besteed, om de slooten, vaarten» enz. te doen 
vol loopen. Het is duidelijk, dat hiertoe d, ia reden van de opper- 
vlakken van land en water des polders zal moeten verdeeld wor- 
den. Men zal niet veel van de waarheid afwijken door aan te 
nemen, dat die oppervlakken tot elkander staan als It^'g. Hieruit 
volgt, dat reeds na ^^^i = 0,22 etmaal, = 0,44 tij (zie I. e. 2), 
dat is na verloop van dby m> de Emilia-polder zal drassig staan, 
figuur 9. 

2*». van (c + Ar) op (c + 2*): dat is van 0,96 op 0,96 + 0,31 = 1,27 
el, of op 0,17 + AP el, figuur 8, door de formule (14), waarin 
12,682 c + 35,308 k = 19,124 = /j , is derhalve 

Log^^-=zLog^=z 0,84016, en dus ö, = 6,92 etmalen; 

en bij gevolg van c op c + 2* in 0,22 + 6,92 = 7,14 etmalen. 

3^ van c + 2^ op c+3A?, dat is van 1,27 el tot 1,58 el of op 
0,48 el + AP, figuur 9, door formule (16), waarin 7,7 .c 4 26,989 Ar = 
=. 13,062 =/j is derhalve 

Zo^ö, = Zo^- =1,00573, en dus öj =: 10,13 etmalen; 
fz 
en bq gevolg van c op c + 3A? in 7,14, 10,13, 17,27 etmalen. 
B^ dit peil staat er gemiddeld boven het maaiveld 6 palmen 
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water, en wij achten dus dien polder, naar onze meening, Yooreerst 
genoegzaam geïnundeerd en alzoo de vraag in de gegeven veronder- 
stelling naar behooren opgelost. 

De formulen der tweede serie tot beantwoording derzelfde vraag 
gebruikende, zal men vinden, dat om vermelden polder tot het- 
zelfde peil te inunderen, hiertoe ongeveer | etmaal meer zou benoo- 
digd zijn. 

V. Vergelijkend onderzoek der formulen van de 

EERSTE en tweede SERIE. 

Vergelijkt men de uitkomsten der formulen van beide seriën, die 
in de volgende tafel vereenigd zijn, onderling, dan verkrijgt men 
om de Emilia-polder door genoemde sluis b. v. tot 0,79 el -f AP 
of tot ruim 9 palmen boven het maaiveld te inundeeren, wel is 
waar door die der tweede serie nauwkeuriger uitkomsten dan door 
de formulen der eerste serie; doch zijn de verschillen in tijd, uit 
een militair oogpunt beschouwd, zoo gering, dat in de gevallen als 
het onderhavige , waarbij de instroomingshoogte AH :=-(a-\-f)'- c) = 
= ± lj5 el bedraagt, men in de militaire praktijk gerustelijk den 
t\jd tot onderwaterzetting benoodigd, naar onze meening, door de 
formulen der eerste serie bepalen kan. 

Men oordeele 



Van 
polderwaterpeil 


Tfld 
door de 






Töd 
door de 


\ 
Getal 


Verschil 


0.45-^ AP. 

tot 
inundatiepeil. 


formalen 

der 
Ilde serie. 


Getal etmalen. 


formalen 

der 
Iste serie. 


etmalen. 


in 
etmalen. 






0,103 
0,113 










0,l4el-f-AP. 


0\ 


3,22 
3,75 


0,22 


.V®. 


0,22 


0,00 


0,17 el + AP. 


%■: 


4,54 
5,80 


6,97 


ö. 


6,92 


0,05 


0,48 el + AP. 




8,00 
12,48 


10,34 


0» 


10,13 


0,21 


0,79 el + AP. 






20,48 


ö* 


19,04 

1 


1,44 


Te samen . . 


T 




88,01 


T 


36,81 


1,70 
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VI. Slot. 

Het is naar onze meening duidelijk, dat even als de eindformulen 
(18) tot (17), en (18) tot (27), door toepassing der voorgedragene 
methode, uit de grondformule («), of M =z(k' - \h),Bn ,V^ghy 
afgeleid zijn, men ook elke andere formule in gebruik of nog te 
vinden , (tot het bepalen van de instroomende massa's eb- en vloed- 
water, wanneer daartoe sluizen met schuiven of andere sluizen 
waarb^' de openingen onderwater gelegen zijn enz.) door die methode 
in tijd kunnen omgezet worden. 

Werpt men nu een blik terug op de hiervoren omschreven om- 
slachtige rekenwijze, die ter omzetting in tijd voor de grondformule 
(a) onvermijdelijk was, en bedenkt men, dat die berekening zonder 
de formulen (13) tot (17 , of (18) tot (27 , door een consciën- 
tieus rekenaar bij eiken polder voor elke geringe meerder ver- 
kregene hoogte van het inundatiepeil , van 't begin tot het einde 
en met veel meer moeite, grootendeels tot zoolang moest herhaald 
worden, dat de onderzetting de verlangde hoogte had bereikt, 
dan is naar onze meening, het groote nut van zoodanige formulen 
onbetwistbaar. 

Z\jn bijgevolg van de verschillende te inunderen polders, de afme- 
tingen ha oner suatie-middelen bekend en de drie daarbij behoo- 
rende waterpeilen gegeven, en zijn de bedoelde formulen opgemaakt, 
dan is ook na dien nuttigen arbeid terstond de tijd bekend, bin- 
nen welken z^ tot genoegzame hoogte door wateren, die aan eb en 
vloed onderworpen zijn, kunnen ondergezet worden. 
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HET METEN VAN EEN CILINDER, 



J. W. RA8CH. 



§ 1. Inleidittff. 

Opperrlakkig beschouwd is het wel een zeer eenvoudig vraagstuk, 
door meting den inhoud te vinden van een lichaam, dat min of 
meer volkomen den vorm heeft van een rechten cirkelvormigen cilin- 
der. Is het daarbij evenwel om groote nauwkeurigheid te doen, en 
stelt de onderzoeker het op prijs, zijn arbeid zoo doelmatig mogel^k 
te verrichten, dan heeft hij daarb\j regels te volgen, die wel het on- 
derzoek niet zeer bemoeielijken, wier vaststelling echter niet geheel 
voor de hand ligt. 

Bij de opmeting worden alleen afstanden gemeten. Over het me- 
ten van een enkelen afstand willen wij niet handelen; evenmin over 
de hulpmiddelen, waardoor men zich het plaatsen der meetstaaf in 
gevorderden stand en richting verzekert of gemakkelijk kan maken; 
het is ons slechts te doen, om voor deze enkelvoudige metingen de 
gunstigste plaatsen te vinden, opdat, bij onvermijdelyke fouten op 
deze, de te vreezen fout op den inhoud des lichaams zoo gering 
mogelijk zij. 

Het te onderzoeken voorwerp kan massief zyn, of een holle cilin- 
der met bodem. In het laatste geval is de inhoud niet geheel be- 
paald, wanneer de omtrek des monds of de bovenrand niet volkomen 
in een plat vlak ligt; dan is eene nadere bepaling noodig van het- 
geen men onder den inhoud te verstaan beeft. Eene der wijzen, 

9 



118 

waarop men dan toch voor den inhoud eene bepaalde grootheid kan 
aanwijzen, is deze, dat men yoor het eindylak aan den mond aan- 
neemt het oppervlak, beschreven door eene rechte, die steeds even- 
wijdig aan zich zelve langs den bovenrand wordt gevoerd. 

Bij een mathesuatischen cilinder is de as volkomen bepaald; bij 
een stoffelijken niet dadelijk. Wij willen daaronder eenvoudig ver- 
staan eene rechte van onveranderlijken stand, zoo na mogelijk gaande 
door de midden punten der eindvlakkeo. Deze as onderstellen wij in 
het vervolg verticaal gericht; eiken afstand op eene met haar even- 
wijdige rechte, begrepen tusschen de eindvlakken, noemen wij eene 
hoogte. 

Wij onderstellen verder, dat een der eindvlakken een plat vlak 
is, loodrecht op de as; dit noemen wij de basis. Ofschoon dit 
in de werkelijkheid nimmer als bestaande mag aangenomen worden, 
kan die onderstelling op ons onderzoek niet van invloed zijn; want 
wij kunnen zeer goed onderstellen, dat al de differentialen, waarin 
het lichaam verdeeld wordt door twee stel vlakken, die, evenwijdig 
aan de as elkander loodrecht s^^dcn, langs elkander verschoven wor- 
den, totdat al de uiteinden ter eene zijde in één vlak, loodrecht op 
do as vallen» waardoor de inhoud des lichaams zoowel als elke hoogte 
geheel onveranderd zou blijven. Even goed kunnen wij ons 4ei^ 
eüinder in twee deelen verdeeld denken, door een vlak loodrecht op 
de as, en dk deel afzonderlijk beschouwen, totdat zij bi^ de laatste 
bedmten weer vereenigd worden. 

Poor het laagste punt van den bovenrand leggen w^ een vlak, 
evenwijjd^ mn de basis; nemen wij aan dat de afstand dezer beide 
vlakken bekend is, dan wordt de inhoud van hei tusschen beiden 
b^epen deel des cilinders gevonden door een grooter of kleiner 
aantal horizontale doorsneden te meten. Wij zuUen de gujostigste 
plaatsmg van een willekeurig aantal zulker doorsneden tracktai te 
vinden, doch vooraf de opmeting van ééne doorsnede uadeF be- 
sohonwen. 

§ 2. ffet mete» eener horizontak dcm^mede. 

Onder den middelbaren 8<a-aal (middellijn) eener horiaontsile door- 
imede verstaan w^ den straal (middell^n) eend curkels, die met deze 
£guur gelijken inhoud heeft. 

De bizondere gedaante der figuur wijst als van zelf het meten vwi 
roentealen aaii« Zonder tw\jfei is het bew\|s te levese», dsji; deee 
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meihode bqvea h«t metea Taa audere lijnen ^ vc^keiuf yerdient. 
Het eeraUrolgeiide is sleobts eena herhaling in iets gwfi^^j^en vorm 
van het door den HoogleeraaF Stam&kart betoogde. {VerhandeUng 
msofi de meethm^ige inhmdsmnding der Nederlafdsche nrnée», 1844» 
blz. 19—34.) 

Onderstellen wij dan, dat binBen de figuur een vasfc punt ge^^atst 
is, waaruit men n Toerstralen met gelijke versohillen van richting 
heeft gemeten, dan ligt het yoor de hand, om voor den inhoud F 
der fignur te nemen de som van n cirkelseetoren, elk met een dezer 

voerstralen en een hoek van beschreven, of te stellen 

ft 

Het gemiddelde uit een aantal grootheden, die qloor dre indices 
1, 3, 3 . . . » onderscheiden zijn, duiden wij aan door den JixtdeK O, 
en ^ehriji^en dus de voorafgaande vergelijking in den vorm: 

^ = 'r(r»), *) (1) 

Noemen wij ^i, Jj, ^3, » »$„ de verschillen van r^^r^,, ,r„ met 
Tq, dan is, als wij den middelbaren straal R noemen, 

of ü» = r.H2>-.. ^^^^''*'y---^ -K^^).. 

dook R* = ro*-\-0^)t (2) 



1) De gedachte kan opiijzen, dat men eene betere formule zou verkr^'gen, 
door in plaats van den omtrek der figuur te beschouwen als samengesteld uit een 
aantal afgebroken eirkelbogen , voor dezen te substitoeeren eene vloeiende kromme, 
wier Tergolijking zoo te kiezen is, dat zij geldt voor al de punten, c^e doc^ 
h^uuoien voerstraal en diens hoek met eene aangenomen as bepaald z\jn. Daaryoor 
beveelt zich b. v. de vergel^king aan 

z* =z a* -{- a^* Sinip + a^* Sin29 + a,* SinS 9 + ...4. 
■h 6 ^* Cosg> -^ è^* Cos2<f + è^* CosS(p+,.., 
waarin z den voerstraal voorstelt, die met den oorsprong der hoeken den hoek 
91 maakt, tefwijl de coëfiiciënt^ <r, «»,«»,... ö^, b^,... uit de gemeten voerstralen 
en de aangenomen hoeken worden afgeleid; omdat deze vergelijking volkomen 
periodiek is met eene periode van 860^ zoodat, mits n een geheel getal is, z 
voor q> + n, 360* steeds dezelfde waarde aanneemt als voor 9, Maar ook deze 
kromme geeft, als men den inhoud der daarbinnen besloten figuur berekent, geene 
andere uitkomst dan 

9* 
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Deze vergelijkiiig mag men als volkomen nauwkeurig aannemen , 
wanneer volgens den uitmuntenden regel van Prof. Stamkart (o. c. 
p. 26) het aantal gemeten voerstralen zoo groot is, dat het meten 
van een grooter aantal geene wijziging van de uitkomst zou te weeg 
brengen. Nu zullen inden regel de grootheden ^j, ^^,.,,^„ wel 
zoo klein zijn, dat men in de vergelijking (2) de uitdrukking (^')o 
nevens ro * kan weglaten. Onderstelt men b. v. r^ := 200 millimeters , 
en is het grootste der verschillen ^,, ^j» ••• =±^ millimeters, dan 
is, als wij deze grootste waarde aan alle verschillen toekennen, het- 
welk steeds eene overdrijving is, (5')o = 4 en wij vinden B = 200,01 
millimeters. Het verschil is dus in dit geval reeds zoo gering, dat 
het zonder het gebruik van bizondere optische hulpmiddelen buiten 
de waarneming valt. 

De plaats van den oorsprong der voerstralen werd nog niet nader 
besproken. Wil men (^')o niet verwaarloozen, dan zou na eene 
voorloopige opneming der figuur voor haren omtrek eene vergelijking 
moeten worden opgesteld, en daarmede dit punt zoo bepaald, dat 
bij eene bepaalde te vreezen fout op eiken voerstraal die op den 
«nhoud een minimum werd. Om met het minste nadeel (^*)o te 
kunnen weglaten, moet dit punt zoo bepaald worden, dat (J*)o een 
minimum is. Doch ook zonder analytisch bew^s kan men wel aan- 
nemen, dat voor eene figuur van nagenoeg cirkelvormigen omtrek 
dit punt zeer nab^ het midden moet vallen. 

Gemakkelijker dan voerstralen meet men middellijnen , die door 
één punt moeten gericht zijn. Is de doorsnede zoo goed rond, dat 
men (5*) o kan verwaarloozen, dan geeft deze manier twee voordee- 
len. Vooreerst heeft men slechts het halve aantal waarnemingen te 
doen; ten andere belooft zij voor de uitkomst grooter nauwkeurigheid. 
Wij kunnen toch aannemen, dat de te vreezen fout op een voerstraal 
en op eene middellijn even groot is. Stellen wij deze = ^ , en zijn 
2» voerstralen gemeten tegen n middellijnen, dan is in het eerste 
geval de te vreezen fout op den inhoud der doorsnede 

In het tweede geval vinden wij voor dezelfde grootheid 



2 Vn ^ 



v/i 



Het meten van middellijnen doet dus den inhoud, mits (^*)o zeer 
klein is, kennen met eene nauwkeurigheid 1,414-maal grooter dan 
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bij het meten van voerstralen rerkregen wordt. Ook ssonder forma* 
len geyoelt men, dat de som der voerstralen, waarom het alleen te 
doen is, nauwkeuriger gemeten wordt in n keeren, dan in 2f> keeren. 
Omtrent het meten van middeUijnen kunnen wij nog iets opmer- 
ken. Hernemen wij de vergelyking 

^' = ^(''»'+'"'*+'"»'+ •••+'■«•>' 

en noemen wij de afwijkingen der n middellijnen ?»] , m^ ' • • ^^^ ^^ ë^~ 
middelde m^^ f^i, f^n " f^n, de verschillen der overstaande voerstralen 
^i» »2» ••*'«> ^^^ hebben wij 

rj +/•„+, =.w,, /-i + r.-j =?«,, r^ + yj „ = !»., 

dus 

mt-\-Vi m.+v^ »*«+«>« 



^« + 1 = 



Wj-üj ^ »*«-»« 



Deze uitdrukkingen in bovenstaande vergelijking substitueerende en 
R^ vervangende door \M* (M is de middelbare middellijn), ver- 
kregen wij 

dus ook 

of, met de aangenomen notatie, omdat ook fi^-^ f4i'\' , . fi^zizO is, 

jtf»=»,,'+(,»>),+(r«),. 

Allicht is men genegen te meenen , dat van de termen in het rech- 
ter lid dezer vergelijking de laatste steeds kleiner is dan de tweede. 
Zoolang evenwel niets naders omtrent de gedaante der te onderzoe- 
ken figuur bekend is, is dit besluit voorbarig. Is. het vaste punt, 
waardoor de middellijnen gericht worden, merkelijk buiten het mid- 
den der figuur gelegen, dan zal (t;*)^ groot zijn; nadert de omtrek 
der figuur tot eene ellips met het vaste punt in het midden, dan 
kan men (/t*')© groot verwachten. Omdat beide grootheden steeds 
positief zijn, zal het verwaarloozen van eene van beiden steeds M 
iets te klein doen aannemen. Wil men echter eene van beiden 
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lAtiftk YhStèVLi dkn komt het eerst («')o daartoor in aanmetkuig; Yc/ot- 
éeittt Ofii de besparing yan arbeid, ten tweede, omdat onaffaank^jk 
vati bteidèt grootte Vi, v^, enz., als uitkomsten, elk van twee waarne- 
idfigen. Minder nanwkeurig gekend worden dan /k,, fjt^y ^it.^ die 
elk door ééne waarneming gevonden worden. Keeds besloten wij, 
dat in den regel bij het meten van voerstralen (5*)o kan verwaar- 
loosd worden; evenzoo geloovén wij onder gewone omstandigheden 
gerust te mogen stellen 

of Jf=:Wo (3) 

Wig hebben nog de nauwkeurigheid onzer opmeting te bepalen. 
Aan de theorie der fouten bg waarnemingen ontleenen wij de stel- 
ling, dat wanneer e„ tf,, «a, . . de te vreezen of gemiddelde fouten 
zyn, respectievelijk op de gemeten grootheden a?, y, z.., waarvan^ 
eene fun(ftie is, de te vreezen fout op F, die wij JS willen noemen, 
wordt gevonden uit de vergelijking 



--(¥.-)'* i^-ÏH^-ï 



+ (4) 



HiérviAl gelnruik makende, vinden wij uit de uitdrukking voor M 

n ' 

als e^ de te vreezen fout op M zal zijn, en de te vreezen fout op 
elk der gemeten middellijnen e, 

of ^•=V^ ^^^ 

Neteen wij b. v. aan, dat big de aflezing van een in millimeters ver- 
deeld instrument geene grootere fouten begaan zullen worden, dan 
0,05 millimeters; stellen wij dus e =: 0,05; dan bedraagt de te vree- 
zen fout op de middelbare middellijn, als er 4 gemeten worden, 
0,025 millimeters, en worden er 8 gemeten, slechts 0,018 millimeters. 

Met behulp van vergelijking (5) kunnen wij ten overvloede bere- 
kenen de waarde van (^Oo» wanneer de fout, die wij begaan, met 
deze grootheid te verwaarloozen , niet grooter zal zijn, dan de onze- 
kerheid, die op M overblijft ten gevolge der te vreezen fouten op 
elke der g^melen middellijnen. Wij hebben 
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dus zeer nabij Jf = 2r0 + 



2(S'), 



of if=:»t»+ -^ — —, 

«o 

Eenroudig Jf = m, stellende, verwaarloozen wij dus de grootheid 
— - — ^. Om ajm de gestelde vwrtrwaarde te roldöen, ai^etett wQ 
kebben 

Mq n 

Is , om bij ons voorbeeld te blijven , m = 400 millimeters en 
e = 0,05 millimeters, dan moet voldaan worden aan de vergelijking 

H^<0.05».i. 
400 n 

dat is, voor 4 middellijnen (^*)o<5 of V/(5*)ft<2,2. 
en voor 8 middellijnen (5»)o<3,5 of V/(^-)«<l»^- 
Wiykt dus geen der voerstralen meer dan 2 millimeters van den 
gemiddelden af, dan begaat men, J^ssr^ of M zzzm^ stellende, 
geene grootere fout dan die, welke men uithoofde van de onvolko- 
men meting der afzonderl\jke middellijnen te vreezen hepft. 

§ 3. Het meten eener verticale door mede. 

Om den inhoud te bepalen van een trapezoid, bestaande uit een 
rechthoekig trapezium, waarvan de schuine z^de is vervangen door 
eene onregelmatig gebogen lijn, is men gewoon de figuur in stroo- 
ken van gelijke breedte te verdeden door rechten, evenwydig aan 
de evenwijdige zijden; men meet de basis of breedte -der figuur, 
hare evenwijdige zijden, benevens de deellijnen, en berekent met deze 
gegevens door middel eener meer of minder geschikte fottnule den 
inhoud. 

Ete ruwste benadering is wel deze, dat mea elk der strpoken ge- 
lijk stelt aan het trapezium, waarvan de schuine zijde gevormd wordt 
door de koorde van dat gedeelte des gebogen omtreks, hetwelk door 
de evenwydige zijden dezer strook wordt afgesneden. Nauwkeuriger 
zal men ie werk gaan met het aantal strookeu even te nemen, en 
den gebogen omtrek van elke dubbele strook ie beschouwen als den 
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boog eener gewone parabool, waarvan dan drie punten gegeven zijn, 
terw^l men hare as evenw^'dig stelt aan de basis der figuur. (Eegel 
yan Simpson.) 

Men kan nog verder gaan en, een grooter aantal (n) strooken te 
samenvoegende, onderstellen7 dat de gebogen omtrek dier veelvoudige 
strook samenvalt met de kromme, die in een rechthoekig coördina- 
tenstelsel, met de basis der figuur tot abscissenas en eene der even- 
wijdige z^den tot as der ordinaten, tot vergelijking heeft 

y = «0 +a, « + a,»'+a,a?' + .. . +a„aj" .... (6) 

De abscissen van de n-\-l deelpunten der basis zijn dan , als de 
laatste =.b gesteld wordt, 

12 3 

O, — i, —3, -3, . . , ^. 
n n n 

üit deze en de overeenkomstige ordinaten yo>yi»yi>'-«y» ^^^ n^en 
de coëfficiënten Uq, a^, , ,a„ berekenen, en vindt dan door eene zeer 
eenvoudige toepassing der integraalrekening voor den inhoud F der 
figuur eene formule van den vorm 

De coëfficiënten -^o-^i • • -^v hangen nu uitsluitend af van n en 
van de rangorde der ordinaat, waaraan elk is toegevoegd. Door den 
Hoogleeraar Lobatto is in de „Nieuwe wis- en natuurkundige ver- 
handelingen van het Amsterdamsche Genootschap Een onvermoeide 
arbeid komt allea te boven, 2^^ deel, blz. 123 vv. (1849)," de regel 
ontwikkeld, waarnaar deze coëfficiënten voor elke even of oneven ge- 
heele waarde van n kunnen berekend worden. 

F 
Zoo vindt men, als wij onder - = A de middelbare ordinaat of 

o 

hoogte der figuur verstaan, voor 
» = 2, A=i(yo + 4yt+y.), f = 0,707; 

»=3, A=|(yo + 8yt + 8y2+y3), ƒ = 0,669; 

,1 = 4, A=~(7yo + 82y,+12y, + 32y,+7.y*), ^ = 0,632; 

» = 5, A==^g(19.I7+^,.f76.AH^4 + 60.VPi^ 
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»:z=6, A= — (41.^0+^7+ 216. A. +A5 + 



E 



+ 27.A,+A4 + 272.A,), - =0,494; 



1 



nz^% A^f2gg-^(562.^o+^7 + 2695.A.+A« + 



E 



+ 963. A, +A5 + 2260.A,+AJ, - = 0,403; 



» = 8, A=^g^(989.Ao+A3 + 5888.A,+A,^ 



17 



J . A, + Ag + 10496 . A3 + A, - 4640 . h^), - = 0,624 



e 



Achter elke formule is aangeduid de verhouding tusschen de te 
vreezen fout op de gezochte uitkomst, de middelbare hoogte der 
figuur, en die op elk der gemeten ordinaten. Het blijkt, dat die 
verhouding niet gestadig afneemt, naarmate men het aantal strooken 
grooter neemt. Er moet dus aan de beschouwing, die deze formu- 
len deed ontstaan, iets haperen; want eene methode, die bij meer 
arbeid eene uitkomst van mindere waarde zou opleveren, kan niet 
de beste wezen. Voor dit gebrekkige kannen twee oorzaken zijn; of 
de gelijkmatige verdeeling der te meten ordinaten langs de basis is 
niet de beste, of de onderstelling omtrent den gebogen omtrek, uit- 
gedrukt door vergelijking (6), is niet de meest rationele. 

Wij willen de vraag trachten te beantwoorden , welke plaatsen 
voor de te meten ordinaten de meeste nauwkeurigheid op den inhoud 
der figuur beloven, in de onderstelling (de meest eenvoudige), dat 
de te vreezen fout op elk der gemeten ordinaten even groot is, en 
vooralsnog ten grondslag nemende de NEwroNsche interpolatieformule 
van vergelijking (6)*). 



^) Het is waar, dat men om het vraagstnk zoo algemeen mogel^k te behan- 
delen, ook zon moeten in aanmerking nemen, dat de fouten op de ordinaten niet 
enkelvoudig z^n. Men kan ze als uit drie deelen samengesteld beschouwen : 
vooreerst kan men het yoetpunt der ordinaat plaatsen buiten het juiste punt, 
welks abflcis in de ontwikkeling der formule voor den inhoud is opgenomen; ten 
tweede kan men eene fout begaan in het richten van de te meten ordinaat; en 
eindel^k komt de fout op deze lengtebepaling zelve. De invloed van de twee 
eerstgenoemde afw^kingen is in het algemeen voor de verschillende ordinaten 
niet even groot; w^kt de gebogen omtrek der figuur echter niet zeer af van eene 
rechte, die evenw^dig is aan de basis, dan kan die invloed wel voor alle ordina- 
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§ 4. Vervolg. 

Stellen wij, dat van onze figuur « ordinaten y , t/^, . • !/„, behoo- 
rende bij de abscissen a;, , Xj, . . a?., zullen gemeten worden, en nemen wij 
voor den gebogen omtrek in de plaats de kromme , wier vergelijking is 

y = ao-|-a,a: + ajar' +^30?»+ . .. +a„_ia?"-», .... (7) 

dan vinden wij uit de gegeven coördinaten voor de coëfl&cienten 
flo» fl^i>--ö„-i volgende uitdrukkingen 



««- 



.+ 



. hi , 



-T+-+ 






(a?i-ar,)(»i-a?.)..(»,-«J («j-^iX^i-'sl-la^i-a?.-.) 



{«.-^i)(a?„ -ar,). .{!?„-«..,) . 



«— ïj= + 



(x^x^-\-..)y, 



(^iaï3 + ..)yi 



:+>•+ 



(a?,-a:,)(iri-a:3)..(a?,-a;„) (a;, -a;,)(irj-.T3)..(.T,-ir„) 

^ (a?.a?a+..)y. ^ )(8) 



_/ ;^x, f x^x^..x„.y^ x,x^..x„.y,^ 

" ^ ^ L(^,-ar3)(ar,-;r3)..(r^-a:„)"^(x,-a^J(.r,-r..)..(r,-ar.)"»" 

" (Xn-X,){X,-X^).,{x„-X„.^)\' 

ten gelfjk geacht worden, vooral, otodat de te vreezen fout toch steeds ecne niet 
volkomen scherp begrensde grootheid i»; de totale te vreeten fout op elke ordi- 
naat meet dan slechts iets grooter gesteld worden dan die, welke uit onderzoe- 
kingen op eenvoudige lengtebcpalingen zou afgeleid zijn. Alleen b\j een onder- 
zoek, dat buitengewone nauwkeurigheid vorderde, zou men voorloopig de gedaante 
des omtreks moeten opnemen en in vergelijking brengen; dan kon men de totale 
te vreezen font op eene willekeurige ordinaat uitdrukken in functie van hare 
absois, en dienovereeokomstig de volgende berekeningen w^sigen. 
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Uit d€ vergelijking (7) volgt, als wij den inhoud der figuur F 
noemen, en kortheidshalve de basis =1 stellen, wa»door dan de 
grootheden a;,, jJj, ,,x„ alleen de verhoudingen beteekenen tusschen 
de abscissen en de basis, 

Substitueeren wij in deze vergelijking voor ao>^i>--^»-i ^^ onder 
(8) gevonden uitdrukkingen, dan verkregen wij 

■*■ 3?| -j- 3/3 H" * ' , ' ^1 ^3 T ' • *^1 ^3 *^4 1* » * , 

~% » - 1 »- ^' W-3 ^ '" 



» » — 1 » — 2 » — 3 *'* 

(a?3-^i)(^s-«^5)...(%-^») '^^ 
+ + 



(10) 



» «-1 fc-2 » — 3 "*" '" I 

waarvoor wij willen schrijven 

F = ^,y,+^,y,+^3y34-..+^.y (11) 

De coëfl&cienten A^^ A^^ , ,A„ hangen uitsluitend af van de nog 
wel onbepaalde» doch standvastige grootiieden rr,) o?], . «o;,. Zij z\jn 
dus ook als standvastig te beschouwen, en moeten nu zoo gekozen 
worden, dat met eene gelijke te vreezen fout op élk der ordinaten 
{«), de te vreezen fout {B) op V een minimum wordt. 

Nu is, overeenkomstig de vergöl^'king (4) 

^« = ^*(^, H^,* +^3H . . . + -^.'); 

dus hebben wij te voldoen aan de voorwaarde 

^i* + ^i* + A* + *--+^»* = «^ïi"»«»^ (12) 

Eene eigenaardigheid dezer coëfficiënten maakt het gemakkelijk 
hunne waarde te vinden. Stelt men nam^k, dat al de ordinaten 
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VitVii'-y» ft^ elkander gelijk ziJQ, dan kan ook JP niet anders 
dan =2/i ^^j^» ^^^ 

of J^ + A,+J,+,. + J„::=l , . . . (14) 

Zonder nog de abscissen te kennen, treft ons reeds de opmerke- 
l^ke uitkomst, dat bij de gunstigste waarden voor deze, de mid- 
delbare ordinaat of die. welke met de basis een regthoek vormt 
van gelijken inhoud als de te onderzoeken figuur, gelgk is aan het 
gemiddelde der gemeten ordinaten. Uit (11) en (14) volgt toch de 
opmerkelijke stelling 

^ = ^(t/i+yi+y8+..+y-). (is) 

of, als wij de basis weder invoeren, 

^ = -(y,+y2+ys+.--+y«). 



Uit (12) en (14) vinden wij 



A^ = J,=J,=... = J„=zl (15) 



n 



Hernemen wij voor ^j, ^,, enz. de in (10) voorkomende uitdruk- 
kingen, dan verkrijgen wij n vergelijkingen van den vorm 



\ 



n »-l »-2 «—3 "*" «-4 

1 I (16) 



n 



De n vergelijkingen, die wij alzoo verkrijgen, waarin telkens eene 
andere der onbekenden x^y x^y.. de plaats inneemt, die hier Xi be- 
kleedt, zijn niet onderling onafhankelijk, want de som van (»~1) 
daarvan levert de overschietende op. Dus kan steeds ééne der on- 
bekenden binnen zekere grenzen willekeurig worden aangenomen, en 
dan eerst zijn al de andere bepaald. 
Stellen wij 

-(iCi + a?2 + ...+«;„) =J,\ 

-{-x^x^ + x^x^^ . . , =5, I 

-(^,a?,a:3+ )=0, ; (17) 

±aj, ajjir, x» ^L, 
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dan z\jn Xi, x^,, .x„ de wortels der hoogere machts vergelijking 

x" + Jx'"'-\'Bx"'^+Cx'"^'\'])x'"'' + ..+Ix^'\-Kx'\'L — 0, (18) 

Uit de rergelijking 

a?" + ^af«-^ + 5a?*-*+ . . . +X = (a?-a?|)(a?-a?,)(a?-a?3) . . (a?-a?„) 

volgt, door beide leden te differentiëren en daarna x^ix^ te 
stellen 

(x^-'X^){x^-x^)..{xt-x„) — nx'"^'\-{n-l)Jx"-^'^{n-2)Bx'"^ + 

+ («-3)C*-*+...+ 3i?a?*+2/a? + Z. 

Substitaeeren wij nu het tweede lid dezer laatste vergelijking voor 
het eerste in (16), en in het linker lid van (16) voor de daar voor- 
komende tellers de uit (17) af te leiden uitdrukkingen, dan ver- 
krijgen wij 

1 x^+J x^^+JXi-\-B x,^-\-Jx^^+Bx,+C 
n'^ »-l "^ »-2 ■*" »-4 "^ 

x ,'^Jx,^-\-Bx,^^Cx,-^B , a?,-'+^a?^-Hi?"-*.»+g^i+/ , 
■*■ »-4 ^"^ 2 "^ 

''■ 1 "" 

= -{«a;/-* + (»-l)^a:|->-|-(«-^)^JJ|""' + («-3)Car/-*-|--- + 
+ dHx^^ + 2IXi+K} (19) 

Deze vergelijking geldt evenzeer voor elke andere der onbekenden, 
want op volkomen dezelfde wgze hadden wij dezelfde vergelijking 
met a?2> - • ^^ ^n kunnen afleiden. Omdat daarin slechts geheele, 
rationeele functiën van a?| voorkomen, geldt zij dus voor alle wille- 
keurige waarden van x^ zoodat men, de gelijknamige machten van 
Xi b^eenvoegende, elk der coëfficiënten van die machten ^ O mag 
stellen. Zoo verkrijgt men 

| + l^+!i> = 0, I (80) 
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ï +j^+l*+^+:^=«. 



n » — 1 » — 2 n 

Uit deze vergelijkingen zijn de coëfficiënten van vergelijking (18) 
te berekenen. De laatste term L echter blijfk onbepaald, hetgeen 
volkomen strookt met de vrijheid , die overbleef om ééne der onbe- 
kenden willekeurig aan te nemen. Heeft men daarvoor zekere groot- 
heid b. V. j? aangenomen, dan is de vergelijking die al de overige 
onbekenden tot wortels heeft 

§ 5. Vervolg, 

Verplaatsen w^' den oorsprong der abscissen naar het midden der 
basis, 4an moeten wij voor de verhoudingen tusschen de abscissen 



*) De vergeldingen (20) kannen Iwogs eenvoudiger weg verkregen worden 
door de volgentte opmerking. W^ vonden, dat, wanneer x^fX^,,,x„ zoodanig 
gekozen z^n, dat de te vreezen font op .F een minimum wordt, geldt 

of '2'y = «.«o + |«i + |«« + j«. +...+ ^.««-1 («) 

Télt men na al de vergel^kingen 

y 1 = «o + «I ^1 + «1 ^a * + «» ^1 • + • ' • + «« - 1 ^r " * » 



waanrait de coëffidenten «o» ^i>* • «^«-l nioeten berekend worden, by een, dan vcr- 
krygt men 

Be vergelijkingen (cc) en (/?) gelden natnurl^k tegel^^voor alle waarden van 
«o» ^i> • • ^"- i » ^^® ^i> ^s* • '^ff aan de gestelde voorwaarde doen beantwoorden, en 
zyn dus identiek; zoodat wij mogen stellen 

s»=\. -ï'«' = j, 2:*' = J,...2'*-»=^ = i o-) 

Door toepassing van bet tbeareraa van Albebt Gikasd worden nit de verge- 
lijkingen^ (/) gemakkelyk de verge^jkingen (20) afgeleid. 
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en de basis waarden vinden , die de helft der basis of \ kleiner zijn 
dan de wortels van vergelijking (18). De vergelijking met de zoo 
verminderde wortels is dan 



r «.«-l.«-2 «-l.«-^2.»-3 

+ L 1.2.8 ^^' ^ OTS ^^' ^ + 

+ ^F-^ ^*^'"*"^+- • •+'(^^^+^] •*+ 

+ [«ar- +(«-i)(i)-M +(»-a)(i)-» ^+ . . . + 

+4a)»(?+3(i)>s-+2a)/xr]x+ 

+[(i)-+^(i)'-+-»(T)"-*+«?a)'-»+...+ 

+^(4)» + i(i)Hif(i) + ii] = (21) 

Wy kunnen deze vergelijking eenvoudiger maken, doo« kare wor- 
tels met 2 te vermenigvuldigen. Zullen de wartek der zó6 ver- 
vormde vergelijking dan uqg hunne ware beteekenis behouden, dan 
moeten wy ook de basis der figuur, of liever het getal, dat We 
lengte uitdrukt, verdubbelen, of elk der twee deelen, waarin de 
basis door den oorsprong verdeeld wordt, = 1 stellen. Met deze 
onderstellingen wordt de vergelijking voor de abscissen gevonden 
door de coëfficiënten der machten van x in (21) respieotieveI\jk met 
1, 2, 4, 8, 16,... te vermenigvuldigen. Zoo verki^ xa^en 
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^f^+ ^^ a^+ -Y^4 5+ 8 cj *-» + 

+ [ 1.2.8.4 — + — ° '-^ + 



1.2.3 



+ 



, r«.»— 1.»— 2 , »— 1.«— 2.»— 3„ ^ . «-2.»-8.»»-4 ^ „ . 
+ L 1.2.3 + 1.2.3 ^^+ 1.2.3 *^ + 

+ "^;"^3^g+.--.44.2'-*G+2-»g]x» + 
+ [^+«EÏ^^2^+"«E|l^«4,,+ ...+ 

+ 3.2— 5fl + 2"-»/l a;» + [» + («-l)2^ + («-2)4j5+ 

+ («-8)8C)'+... + 4.2-»G4.3.2''-3^+2.2-*/+2"-'iS:]a? + 

+ ar+^(4)"-' +^(1)"-^ +... + /(!)* +i^(i) + ^ = 0,(22) 

Schrqren wij voor de laatste vergelqking 

a!'+.</aj"-»+-B'«"-'+0'a!-»+J^a:""'+— +^'«*+-S^'«+i'=0, (28) 
dan hebben wij in rerband met (22) volgende rergel^kingen 

2^ = "-^' + ^' 2^ + 41?. 

0' = ^El+El^2^+1^^2? + 8(?. 
^ ».» — 1.«— 2.»— 3 , «— 1.»— 2.» — 3_ ., 

^= 1727374—+ 172-73—*^+ 



+ "~f-"~S i?+^8g+16i). 
1- 2 1 

enz. Deze laatste vergelijkingen verbindende met die van (20), vin- 
den w\i eindeligk 
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S = 0, H-»i?'+«2)'+4^'=0. [....(24) 



De wet, die deze coëfficiënten Tolgen, is duidel^k. 

De laatste bekende coëfficiënt wordt gevonden uit de rergeügking 



n — l n — S »— 5 '' n 

De bekende term ran vergelijking (23) blijft e?en als die yan (18) 
onbepaald, zoolang niet voor éëne der abscissen eene. waarde is aan- 
genomen. 

Het gelijk nul zijn van eiken tweeden coëfficiënt maakt.dat, wanneer 
» even is, al de onevene machten in verg. (18) verdwijnen; zoodat 
men eene vergelijking verkrijgt, die voor eiken positieven wortel, 
een negatieven van volstrekte gel^ke grootte bezit. Dit geeft ons 
aenleiding de twee gevallen van n even of n oneven afzonderlijk te 
beschouwen, 

§ 6; Het meten van een even aantal ordinaten eener 
verticale doorsnede. 

Is n even, dan verdwijnen in verg. (28) al de onevene machten 
van a; stellen wij dan n=L 2m en x^ z=: z, dan verkrijgen wij eene 
nieuwe vergelijking, wier wortels de quadraten zijn der abscissen van 
de plaatsen, waar het gunstigst 2m ordinaten gemeten worden, als de 
geheele basis der figuur = 2 gesteld wordt , en men de abscissen 
rekent uit het midden dier basis. Deze vergelijking is dan 

^-+C7,^-H(7j^-* + C3Z-»;+...4.C?. = 0;, . . . (25) 

waarbij de coëfficiënten moeten berekend werden uit de vergelijkingen 



2m-l 2»t-3 2w-5 Zm-l 

10 
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Binnen zekere grenzen blgfb (7» willekeurig; of liever, de abscis, 
die men willekeurig kan aannemen , mag zekere grens niet te boven 
gaan. Wij zouden haast beweren, dat deze grens is de grootste der 
wortels, die men verkrijgt door voor den willekeurïgen wortel O te 
nemen. Stelt men echter eene der abscissen gelijk O, dan is odk een 
tweede gel^k O , of twee ordinaten vallen ineen. Dan blijft wel onze 
stelling, dat de middelbare ordinaat gelijk is aan het gemiddelde 
der gemeten ordinaten, doorgaan, maar slechts op voorwaarde, dat 
men de ordinaat op het midden tweemaal meet en, alsof het twee 
verschillende waren, in rekening brengt. Er bestaat echter geene 
enkele reden , om juist die ordinaat met eene herhaalde meting te 
begunstigen; dus achten wij in het algemeen, bij een even aantal 
ordinaten, het meten der ordinaat op het midden der basis niet doel- 
matig. Het meten van een even aantal ordinaten, met de vrijheid 
twee daarvan willekeurig, mits op gelijken afstand üit het liiidden, 
te plaatsen, blijft van waarde in die gevallen, waar het midden der 
basis ontoegankelijk is, of waar het wenschelijk is, de abscissen aan 
eene bijkomende voorwaarde te laten voldoen. 

§ ?• Het meten van een oneven aantal ordinaten eener 
verticale doormede. 

Is n oneven, dan verdwijnen in verg. (23) al de evene machten 
van a?, dus ook de bekende term Z', en de vergelijking heeft een 
wortel gelijk 0. In dit geval is er dus in het kiezen der abscissen 
niet de minste vrijheid meer; ééne der ordinaten moet op het mid- 
den der basis geplaatst worden. Stellen wij nu » = è«»-f 1, dan 
vinden wij voor de overige abscissen, na deeling van het eerste lid 
van (23) door x eene vergelijking van den 2»i«" graad, die sleehts 
de evené machten van x bevat, dus slechts gelyke wortels met 
tegenovergesteld* teeken gepaard. Stellende a;* = £f, verkrijgen wij 
dan de vergelijking in z 

;?- + Ci5r-i+c,0"-H..-+c«=O, (27) 

waarvan de coëfficiënten bepaald zijn door de vergelijkingen 

8 + 2^^:"^='' 

114 ^ ^^®^ 

5+3^^+2"^rri^^='' 
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1.1.1.6 



l+r*+r^+r^+ï^'*=^' ^ (ss) 






Voor opvolgende waarden van n of 2m-\-l verkrijgen wij vol- 
gende uitkomsten; bij alle is eene abscis a? = O te voegen. 
» = 3, 2r = |; aj=± 0,707; 



5, 



fZi = 0,69305, a?i = ± 0,832 , 

,14028; iFj = ± 0,874; 



f^, = 0,6 
U^ = 0,] 



|;?i=: 0,7814, a?, =±0,884, 

n — 1, Lrj = 0,2798, a?2 = ± 0,529, 

(0, = 0,1054; a;3 = ± 0,325; 

iz^ = 0,832423, aJ^ = ± 0,912, 

« = 9, Lj = 2f, = 0,32165, aj,=a?3 = ±0,567, 

(;?4 = 0,0244; a?, = ±0,156. 

Voor « = 9 merken wg op , dat er wegens de twee gelijke wor- 
tels der vergelijking in z, geene oplossing voor ons vraagstuk be- 
staat, zooals wij die wenschen. Het bij herhaling meteu van eene 
der ordinaten op dezelfde plaats ligt niet in onze bedoeling. De 
hier verkregen uitkomst stemt overeen met de waarneming omtrent 
de formulen op blz. 124, alwaar ook bij die voor 9 ordinaten (8 
strooken) de waarschijnlijke fout op de middelbare ordinaat niet 
kleiner is dan de vorige voor een oneven aantal ordinaten. Wij 
zouden daaruit kunnen vermoeden, dat de algemeene vergelijking 
(6) niet de best mogelijke is, zoodra het aantal gemeten ordinaten 
grooter is dan 7. 

§ 8. 

De waarneming, dat de NEWTOKsche reeks niet voor ieder aantal 
ordinaten bruikbaar is, — zoowel als de bedenking, die zou genpiaakjb 
kunnen worden, dat men daarmede te veel onderstelt omtrekt den 
aard der kromme, waarvan toch slechts een beperkt aantal punten 
bepaald zijn , — benevens het lastige om voor een groot aantal ordina- 
ten op de behandelde wijze de plaats te bepalen , — geeft ons aanlcji- 
ding het vraagstuk nog eens te beschouwen zonder van deze reeks 
gebruik te maken. ' - ^ • 

10* 
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Verdeelt men de figuur door rechten, evenwijdig aan de opstaande 
z^den, in een aantal deelen van onbepaalde breedte, dan kunnen wij 
vragen, hoe de te meten ordinaten over deze stukken het doelma- 
tigst verdeeld worden. Welke ook de loop zij der begrenzende 
kromme voor elk dezer deelen, na het voorafgaande mogen wij het 
er voor houden, dat in elk deel de middelbare hoogte gelijk is aan 
het gemiddelde der in dat deel gemeten hoogten. Laat nu t^i, 
aiy.,a„ opvolgend de breedte dezer stukken zijn, zoodat hunne 
som gelijk is aan de geheele basis a, en stellen wij, dat voor deze 
stukken de middelbare hoogten zyn ^i , ^2 , . . ^„, respectieveKjk de 
gemiddelde uit j9| , jPj, . .ji?„ afzonderlijke ordinaten. De inhoud der 
figuur is dan 

Is nu « de te vreezen fout op elke gemeten ordinaat, dan is de 

e e e 

te vreezen fout. op ^j , Aj , . . ^„ respectievelijk - — > — ;— , . . -^ — , 

en de te vreezen fout op F 

V Ij»! Pi Pz Pn i 

Uit de voorwaarde, dat B een minimum moet worden, vindt men 
gemakkelijk 

«t ^i ^3 ^n 

Pt ~ Pi ^ Pz P» 

Dus moet de breedte van elke strook evenredig genomen worden 
aan het aantal ordinaten, dat men daarin wil meten. Bij uitbrei- 
ding volgt hieruit, dat men de figuur in zoovele stukken van ge- 
lijke breedte heeft te verdeelen, als er ordinaten zullen gemeten wor- 
den. Op welke plaats nu deze ordinaat in elke strook moet geno- 
men worden, kan niet lang tw^'felachtig zijn; want voor elke strook 
kan het daartoe behoorende deel der gebogen grens niet anders dan 
als eene rechte worden beschouwd, en in de zoo ontstaande trapezia 
is uitsluitend de ordinaat op het midden der basis de maat van 
den inhoud, zelfs onafhankelijk van de richting der schuine zijde. 

Het verschil tusschen de hier aangeduide plaatsing en die, welke 
wij met de NEWTONsche reeks vonden, is voor 8, 5 en 7 ordinaten 
niet groot. 

Het midden der basis als oorsprong en hare lengte gelijk 2 stel- 
lende, rinden wij 



137 



voor drie 
ordinaten 

voor vyf 
ordinaten 



voor zeven 
ordinaten 



Uit de NEWTONsche 
reeks. 

\ ±a;, = 0,707; 

{ «1 = 0, 

± ajj = 0,374, 
I ±a?3 = 0,832; 

ip, = 0, 
±a?, = 0,325, 
±a;j = 0,529, 
±a?4=: 0,884; 



Zonder eenige onder- 
stelling omtrent den 
aard der kromme. 

a?i=0, 
± ar, = 0,667; 

a?, =0, 
± x^ = 0,400, 
±a?, = 0,800; 

«1 = 0, 
±a?j = 0,286, 
±tr, = 0,571. 
±iri = 0,857. 



Het verschil zal waarschijnlijk voor toenemende waarden van het 
aantal ordinaten telkens kleiner worden. 

De vroeger vermelde manier, om de figuur in n even breede tra- 
pezia te verdeelen, en de deellijnen te meten, zoodat met de even- 
wijdige zijden mede n + 1 ordinaten gemeten worden , blijft ons min- 
der deugdelijk toeschijnen, omdat b\j een gelijk aantal gemeten 
ordinaten de te vreezen fout op de middelbare ordinaat steeds groo- 
ter is dan b^' de in deze § aangeduide plaatsing. Noemen wij de 
verhouding tusschen s en e voor de eerste ej, voor de andere s^, 
dan hebben wij 

_ yjV^ 

' n 



en 



dus 



^._n»+i)(»-i) 



waarvan men ligt inziet, dat de waarde voor elke waarde van u 
grooter is dan 1, al wordt het verschil ook steeds kleiner met toe- 
nemende grootte van n. 

Wij gelooven, dat voor algemeen gebruik de verdeeling der figuur 
in stukken van gelijke breedte, en het meten van eene ordinaat in 
het midden der breedte van elke strook, alle aanbeveling verdient; 
omdat zij zoo min mogelijk onderstelt omtrent den waren loop 
der gebogen grenslijn; te veiliger wordt toegepast, naarmate het aan- 
tal ordinaten toeneemt; en omdat de juiste plaatsing van deze zoo 
gemakkelijk is. Alleen in het geval, dat iets naders van den aai:d 



] 
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der begrenzende kromme bekend is, — hetzij door voorloopige opmeting, 
hetzij doordien men de gedaante kent, waarnaar bij haar ontstaan 
gestreefd is, zooals b\j doorsneden van scheepsmimten, gewelven of 
vaten, — mag men die kennis niet ongebruikt laten, wanneer de groot- 
ste nauwkeurigheid zal bereikt worden. Dan zal men, zich voorstel- 
lende alleen de afwijkingen der ordinaten te bepalen van hare voor- 
geschreven of voorloopig gevonden lengten, op de wijze als in noot 
2, blz. 125 is aangeduid, de meest geschikte plaatsen daarvoor heb- 
ben op te sporen. 

§9. 

Al wat wij in de §§ 3 — 8 gevonden hebben van het bepalen der 
middelbare ordinaat eener verticale doorsnede, is toepasselijk op de 
middelbare horizontale doorsnede van het gedeelte des cUinders, dat 
wy door een horizontaal vlak hebben afgesneden. Onder de middel- 
bare horizontale doorsnede verstaan wij den cirkel, die, als daarop 
een cilinder wordt opgericht van gelijke hoogte als het genoemde 
deel, dezen cilinder aan dat deel gelijk zou doen zijn. Als toch 
een aantal horizontale doorsneden bekend zijn, moeten wij, om 
den inhoud te berekenen, weder eene vergelijking opstellen, die 
den inhoud eener doorsnede op willekeurige hoogte uitdrukt in func- 
tie van die hoogte; en er bestaat geene reden om daarbij anders te 
werk te gaan, dan wij gedaan hebben om den inhoud eener verti- 
cale doorsnede uit de gemeten ordinaten te vinden. 

Meten wij dan de hoogten der te meten doorsneden van uit het 
midden der hoogte van het aangeduide deel des cilinders, en stellen 
wij het aantal dier doorsneden oneven, dan kunnen ons de uitkom- 
sten van § 7 terstond dienen, om de meest gunstige plaatsen voor 
die doorsneden te bepalen. 

Daarbij wordt dan echter ondersteld, dat het lichaam niet zeer 
van een volkomen cilinder afwijkt, en dat in elke doorsnede een ge- 
lijk aantal middellij nen gemeten wordt, zoodat de te vreezen fouten 
op de doorsneden, die nu niet meer enkelvoudig zijn, omdat zij be- 
halve van de fout eener lengtebepaling ook van de middell^jn der 
doorsnede afhangen, even groot geacht kunnen worden. 

Hadden wij b, v. te doen in plaats van met een cilinder met een 
open vat, dat nagenoeg eene parabolische duigenkromte had, en 
waren de verhoudingen tusschen hoogte, buiksmiddellijn en bodems- 
middellijn, zooals bij bestaande vaten plaats heeft, 9:8|:8, dan 
zouden de gunstigste hoogten voor het meten van 5 honEootale 
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doorsneden z^n {k, \k±:-^k en i^dtrr^* terwijjl w^' volgens 
f 7 voor een cilindnsck vat voor dezelfde plaatsen vindle^ \i^ 
i*±Te* en ^k±^k nagenoeg. 

§ 10. De middelbare hoogte dea cilinders. 

Ware de korizontale doorsnede des cilinders, die dop|r het liKigiite 
punt des boyenrands gaat, een volkomen cirkel n^e^ ^n injioud g^ 
l^k aan dien der middelbare horizontale doorsnede v^ he^ gjoqUtp 
afgesneden deel, dan bleef de inhgnd des geheelen cilinders dezelfde, 
ook wanneer wij het afgesneden gedeelte vervingen door een volko- 
men cilinder met deze middelbare doorsnede tot basis. Dan stond 
ons ook niets meer in den weg, door meting van een aantal hoog- 
ten den inhoud te bepalen. 

In den regel zal echter de omtrek van het kleinste afgesneden 
deel des cilinders niet met den mantel van dezen gedachten cilinder 
samenvallen. Voor een uiterst nauwkeurig onderzoek ^^ ^et ^ub 
vereischt worden den inhoud van beide deelen afeonderlijk te bepalen. 
Het afgesneden schijfje echter heeft wel altoos eene zeer geringe 
hoogte, die op ééne plaats gelijk O is, zoodot een klein verschil op de 
basis van deze schijf slechts van weinig invloed op den inhoud des 
geheelen cilinders kan zijn. Kwam het evenwel voor, dat een cilin- 
der van eenigzins onregelmatigen vorm met de meest mogelijke nauw- 
keurigheid moest onderzocht worden, dan kon men behalve van ip 
meetstaaf tot het meten der hoogten , gebruik maken van een water- 
pas, om de hoogten van een aantal punten des bovenrands boven 
het laagste punt te bepalen, en zoo4oende genoeg gegevens verza- 
melen om den inhoud van de dunne a^esneden schijf afzonderleek 
te vinden. 

Voor het onderzoek, dat wij ons voorstelden, kunnen wij echter 
zonder fout aannemen , dat werkelijk de omtrek des cilinders aan den 
bovenrand een volkomen cirkel is, met een inhoud, gelijjk aan dien 
der middelbare horizontale doorsnede. In die onderstelling is dan 
ook elke verticale doorsnede des als boven vervormden cilinders een 
trapezoid, zooals.wij in § 3 ons voorstelden, w^rvan de basis be- 
paald wordt door den afstand dier doorsnede tot de as. 

§ 11. De verhouding tuaschen het aantal te meten middellijnen 
en dat der te meten hoogten. 

Hoe groot ook het aantal enkele waarnemingen is» d$t men aan 
de opmeting «eene «iUnders wil besteden, het is niet onarandiittig pp 
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welke w^ze men dit aantal over de te meten middellijnen en hoog- 
ten verdeelt. Wij willen aannemen, dat de te vreezen fout op elke 
middellijn even groot is als die op elke hoogte. Stellen wij dan 
nog, en straks zal blijken, dat wij daartoe gerechtigd zijjn, dat de 
middelbare hoogte gelijjk is aan het gemiddelde uit al de gemeten 
hoogten, dan vinden wij de aangeduide verhouding op de volgende 
Vijjze. Z\jn m en k de middelbare middellijn en de middelbare 
hoogte, dan is de inhoud des cilinders 

V^ — ^h. 

4 ^2 

Is « de te vreezen fout op elke gemeten a^eting, en zijn er 
p middellijnen en q hoogten gemeten, dan is de op m te vreezen 

fout — , terwijl die op h bedraagt — . Noemen wij J& de te vreezen 

fout op den inhoud, dan hebben wij 

^ - 16 U ^ P ) 
Is nu de verhouding tusschen de middellijn en de hoogte des 

cilinders « | — = » j en het geheele aantal waarnemingen (^-f 7) =^> 

dan hebben wig ook 

16 \9-p^ p ) 

Dus moet voor de beste verhouding de uitdrukking 

1 4»* 

a-p p 
tot een minimum gemaakt worden, waaraan voldaan wordt door te 
stellen 

Deze uitkomst maakt men zich aanschouwelijk, als men opmerkt 
dat de verhouding tusschen den mantel des cilinders en de beide 
eindvlakken te samen is 7rmh:\m^7F of 2^:m = 2^; rekent men 
alzoo de twee eindvlakken voor een oppervlak, waarvan de aard door 
de afstanden van een aantal twee aan twee tegenovergestelde punten 
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bepaald wordt, even als zulks voor den mantel geschiedt, dan is het 
natuurlijk dat men het aantal te meten afstanden op elk dezer op- 
pervlakken evenredig aan hunne uitgestrektheid neemt. 

Om niets aan willekeur over te laten, zou men ook de gunstig- 
ste verhouding moeten bepalen tusschen het aantal horizontale door- 
sneden en het aantal te meten middell\jnen in elk van deze. Deze 
langs analytischen weg te vinden is ons niet gelukt, en toch schijnt 
het niet onverschillig, op welke wijze men het geheele aantal middel- 
lijnen verdeelt. Bij een hoogen cilinder met kleine middellijn zal 
men wel steeds geneigd zijn het aantal doorsneden grooter, het aan- 
tal middellij nen in elke kleiner te nemen dan bij een lagen, wijden 
cilinder. Ontrolt men den mantel tot een plat vlak, en vouwt men 
dit dubbel om de middelste beschrijvende lijn, dan komt het ons 
waarschijnlijk voor, dat de punten, waarop het eene uiteinde der 
meetstaaf moet komen, nagenoeg gelijkmatig over den zoo gevorm- 
den rechthoek verdeeld moeten zijjn. De zijden van dezen zijn dan 
h en Ivm; het aantal doorsneden zou dan tot dat der te meten 
middellijnen ongeveer moeten staan in dezelfde verhouding. In deze 
onderstelling kan men voor een cilinder van eiken vorm het aantal 
hoogten, horizontale doorsneden en middellijnen in elk der laatste 
aangeven, dat het doelmatigst gemeten wordt. 

Is s het geheele aantal metingen, fA het aantal middellijnen in 
elk van ^ doorsneden en x het aantal 'hoogten, dan heeft men de 

vergelijkingen ( — = « J 

g 
^fji'\'a=.Sy ^ifA=.2k:7rm=22n:7r en tc^:- — -—,(30) 

*»-f* 1 

Men heeft dan alleen s zoo te kiezen, dat - — --- een geheel ge- 

2»-|-l 

tal wordt, en de verkregen waarden voor 5 en f« door de naastbij- 

komende geheele getallen te vervangen. 

§ 12. Het meten der hoogten. 

Om de beste plaatsen te vinden voor het meten van een aantal 
hoogten hebben wy vooreerst eene uitdrukking op te sporen voor 
den inhoud des cilinders , — nu gedacht met vlakke basis en volkomen 
cilindervormigen mantel, zoodat alleen het boven vlak onregelmatig 
gebogen is, — in functie van de gemeten hoogten. 

Voor dit bovenvlak nemen wij, in overeenstemming met hetgeen 
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w^ Yroeg«r deden, met de as des oilinders tot z-as en de basis tot 
vlak wy, de yergelijking aan 

Deze yergelijking is eenvoudig de uitbreiding der NEWTONsche 
interpolatieformule tot voor drie veranderlijken, en wel, zooals zij 
hier geschreven is, van den derden graad, geschikt voor 10 hoog- 
ten. Het aantal van deze hangt hierbij zdó af van den graad der 

vergelijking (81), dat het 3, 6, 10, 15 of ^±M^_+1)_ bedraagt, 

1 . 2 

naarmate de laatste van den eersten, tweeden, derden, vierden of 
n^ graad is. Mocht men eenmaal gebonden zijn aan een aantal 
hoogten, dat niet in deze reeks past, dan zullen wij spoedig zien, 
hoe onze methode ook voor zulk een aantal geschikt is te maken. 
Be ontwikkeling, die wij laten volgen voor de algemeene vergelij- 
king van den derden graad, toont duidelijk aan, hoe gemakkelijk 
zij is aan te wenden voor elke vergelijking van hoogeren graad. 

Laat «,,yi,A,, 0:2,^.^,^2, ... iCi 0,^109^1 o> de coördinaten z^n van 
10 punten van het oppervlak, door de vergelijking (31) bepaald, dan 
worden uit de 10 vergelijkingen, die men verkrijgt, door deze coör- 
dinaten achtereenvdgens in deze vergelijking te substitueeren , de coëffi- 
ciënten a, ,^2» ••<* 10 gevonden. Die berekening is echter vrij om- 
slachtig, en voor ons doel onnoodig, zooals wij dadelijk znih^n si^. 

Om het volumen des cilinders te berekenen, zoeken wij eerst den 
inhoud eener doorsnede daarvan met een vlak, loodrecht op de x-as, 
op den afetand -^-x van O. Deze doorsnede is een rechthoekig tra- 
pe;5Qid met de basis 2 V^*~«?* (r is de straal des cifeders), van 
boven begrensd door de kromme, wier vergelijking geheel dezelfde 
is als (31), uitgenomen dat nu x als standvastig is te beschouwen. 
Noemen wij deze doorsnede D+,, en D+^^+y den inhoud van dat 
gedeelte daarvan, dat tusschen de ^^-ordinaten van +y en — y is 
begrepen, dan hebben wij 

welke vergelijking, geïntegreerd tusschen y = O en y = V^*— «*, 
voor den inhoud der geheele doorsnede geeft 

D+,==2 (a^x^+a^x^+a^x+a,+ j-x{r*-x^)i-^ (r^-a?*)^ V^'-a?V 
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Op dezelM^ wijze is de doorsnede aan den anderen kant der z-as, 
loodrecht op de as der se. 

Noemen wij F het volumen des cilinders, en F^^ dat van het 
gedeelte, dat tusschen de doorsneden D+j, en D^, is begrepen, 
dan is 

welke vergelijking, geintegreerd van x = tot xzz^r geeft 

of, als wij ff de middelbare hoogte des cilinders noemen 

ff=\a^-^a,+\a^ (82) 

Op volkomen dezelfde wijze, als wij te voren deden voor de op- 
meting eener verticale doorsnede, zouden wij nu ook a^, a 7 en a^ 
in de 10 aangenomen coördinaten uitgedrukt, in (82) moeten sub- 
stitueeren, waardoor ff verkregen werd in fiinctie van Aj, h^,, ,h^^^ 
om dan verder de coëfficiënten van deze hoogten, en daarmede a?j , 
yi.^»>y«> enz. zoo te bepalen, dat bij eene gegeven te vreezen fout 
op elk der hoogften, die op ff een minimum werd. Wy zouden dan 
even als vroeger vinden, dat voor de plaatsen van de voetpunten 
der hoogften, die aan deze voorwaarden voldoen, geldt 

^ = rV(*i+*2+^3+... + ^io). (33) 

dus ook SA = 10(-Jtfj+Ö7 + |aj,) (34) 

Telt men nu de 10 vergelijkingen, waaruit «|, a,, enz. moesten 
berekend worden, bijeen, dan verkrijgt men 

+ 2a?y.a5+Sar2/*.a6 + 10flr7+£y.a8 4.Sy*.a3+Sy».aio. (35) 
Daar eindelijk de vergelykingen (3i) en (85) gelden voor alle 
waarden van J? 1 ,y 1 , ^ , , enz. dus ook van « 1 , «j , enz. , die aan de voor- 
waarde van het vraagstuk voldoen, zijn beide identiek; en wig ver- 
krijgen door vergelijking van de overeenkomstige coëfficiënten van öj, 
aj, enz. volgend stel vergelijkingen 

2a?» = 0, 2a?* = 4, 2a?*y = 0, | 

2a?=0, 2a?y=0, 2a?y* = 0, (36) 

2y = 0, 2y»=f, Sy»=:0. ) 
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Eene verbinding van 10 punten der basis, wier coördinaten aan 
deze negen vergelijkingen voldoen, geeft dus de plaatsen voor tien 
hoogten, waarby de middelbare hoogte zoo nauwkeurig mogelijk ge- 
kend wordt. Wij zien, dat er nog zeer groote vrijheid in het bepa- 
len van deze 10 punten overblijft; in het algemeen heeft men voor 
n hoogten, de 2» coördinaten van hare voetpunten te laten voldoen 
aan n — 1 vergelijkingen. 

Een paar verbindingen willen wij aangeven, voorop stellende, dat 
zonder bijkomende voorwaarden, alle, mits werkelijk de 10 hoogten 
op onderscheiden plaatsen genomen worden, gelijk recht hebben. 

Uit het gevonden stel vergelijkingen vindt men dadelijk S(a?' +y*)= ^^ . 
Plaatst men dus al de tien punten op den omtrek eens cirkels, dan 
moet deze den straal ^V 2 hebben (de straal des cilinders =1). 
Gemakkelijk verifieert men, dat aan de overige vergelijkingen vol- 
daan wordt door de voetpunten te plaatsen in de hoekpunten des. 
regelmatigen tienhoeks. 

Plaatst men ééne hoogte op het middenpunt der basis, dan kan 
men de 9 overige verdeden over de hoekpunten eens regelmatigen 
negenhoeks, wiens omgeschreven cirkel den straal J 1/5=0,745 
heeft. Daarbij merken wij op , dat — even als bij de eerste verbinding 
de cirkel, waarop 10 hoogten gemeten werden, de basis in twee 
gelijke deelen verdeelt, — ook bij de tweede, wanneer men van de 
basis eerst een concentrischcn cirkel met den straal \ afneemt, de 
cirkel, waarop de negen overige hoogten genomen moeten worden, 
den overschietenden ring der basis in twee gelyke deelen verdeelt. 

Wil men 8 hoogten plaatsen in de hoekpunten eens regelmatigen 
achthoeks, dan moet diens omgeschreven cirkel den straal l/^ = 0,7906 
hebben, doch de voetpunten der beide overige hoogten vallen samen 
in het midden der basis, zoodat slechts eene oneigenlijke oplossing 
wordt verkregen, die echter van waarde kan zijn, als door eene of 
andere oorzaak het midden der basis ontoegankelijk is, zoodat men 
zich moet te vreden stellen met twee hoogten, zoo dicht mogelijk 
daarnevens te meten. Wy herinneren hierby, wat aan het slot van 
5 6 opgemerkt. 

Men kan ook bq de voorgaande verbinding de acht punten buiten 
het midden twee aan twee laten samen vallen, regelmatig verspreid 
over den zelfden cirkel. Dan zijn eigenlijk slechts vijf onderscheiden 
hoogten te meten, doch elk tweemaal. De verkregen uitkomst voor 
de middelbare hoogte is dan minder nauwkeurig dan wanneer tien 
hoogten gemeten worden, doch deze verbinding is eene van die, 
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waarbij de inhoud het nauwkeurigst door het meten van vijf hoog- 
ten gekend wordt. 

Hier wordt ons de weg gewezen, om de voordeeligste plaatsen te 
vinden voor een aantal hoogten, dat niet in de reeks 3, 6, 10... 

^ r^ ' voorkomt. Men behoeft dan immers slechts het ge- 
geven aantal met het naast grootere of het naast kleinere geheefe 
getal te vermenigvuldigen, en van het product de helft te nemen, 
om een getal te verkrijgen, waarvoor het altoos mogelijk is, eene 
vergelijking van den vorm als (31) op te stellen. Bij het daaruit 
afgeleide stel vergelijkingen van den vorm als (36) heeft men dan 
nog slechts de vergelijkingen te voegen, die uitdrukken, dat het 
vereischte aantal abscissen en ordinaten van de voetpunten der lood- 
lijnen bij herhaling dezelfde waarden moet bezitten, om tot het ge- 
wenschte doel te geraken. 

§ 13. 

Even als wij deden bij de opmeting van een trapezoid met gebo- 
gen zijde, willen \vij ook die van onzen cilinder nagaan, als wij 
afeien van elke veronderstelde betrekking tusschen de te meten hoogten 
en de coördinaten van hare voetpunten. 

Stellen wij, dat de basis in zoovele deelen verdeeld wordt als er 
hoogten zuUen gemeten worden, dan bewijst men gemakkelijk, dat 
deze deelen alle even groot moeten genomen worden, om de meest 
nauwkeurige uitkomst voor het volumen te mogen verwachten. 

Legt men nu door de lijnen, waardoor de basis is verdeeld ge- 
worden, (rechte of gebogene) cilindervlakken, wier beschrijvende lijnen 
evenwijdig aan de as des cilinders zijn, dan verkrijgt men een aan- 
tal cilinders met gelijke basis , in elke waarvan ééne hoogte te meten 
is. Natuurlijk kan men het bo venvlak van zulk een cilinder niet 
anders beschouwen dan als een plat vlak, zoodat er slechts één punt 
in zijne basis is, waar de hoogte, d. i. de lengte der rechte, even- 
wijdig aan de as, begrepen tusschen basis en bövenvlak, de maat 
is van den inhoud; het is de rechte, die door het zwaartepunt der 
basis gaat. (Zie o. a. Lobatto „ Verzameling van Vraagstukken van 
Statica, 1857, blz. 158). Stelt men zich ten overvloede de vraag, 
waar drie hoogten van een afgeknotten rechten cilinder met wille- 
keurige basis moeten gemeten worden, dan vindt men, dat de voet- 
punten der hoogten zód moeten gelegen zijn, dat het zwaarte- 
punt van drie gelijke massa's, in die voetpunten geplaatst, samen- 
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yalt met bet zwaartepunt der basis; Idlit men dus die drie voet- 
punten ineen Tallen, dan is hunne plaats betzelfde zwaartepunt. 
De regel , dien wij dus vinden voor bet geval, dat men niet de ont- 
wikkeling van de vorige § zou willen of kunnen gebruiken, is de 
basis in een aantal deelen van gelijken inbond te verdeden en op 
bet zwaartepunt van elk stuk eene boogte te meten. Voorzeker is 
bet dan nog niet onverscbillig , op welke wijze die verdeeling plaats 
heeft; stellig beeft die daarbij de voorkeur, waarbij de deelen onder- 
ling zooveel mogelijk gelijkvormig zijn, of waarbij de gebeele lengte 
van al de deellijnen een minimum is. Het blijkt echter duidelijk, 
even als zulks uit de vergelijkingen (36) kan worden afgeleid, dat 
bij regelmatige verspreiding der voetpunten nimmer de hoogten langs 
den wand des cilinders moeten genomen worden, ook al ware bet 
niet, dat bizonderheden van de constructie zulks minder raadzaam 
maakten. Trouwens, waar het gemiddelde moet worden opgemaakt 
uit eenige van een groot aantal grootheden , die men niet alle wil in, 
rekening brengen (en onze middelbare boogte is niet anders dan bet 
gemiddelde uit een oneindig aantal) is men gewoon, die, welke op 
de grenzen liggen, buiten aanmerking te laten. 

§ 14. Besluit. 

Ak uitkomst onzer beschouwing van de opmeting van een onvol- 
komen cilinder kunnen w\j het volgende opstellen. Het aantal te 
meten midd^Ui^nen moet staan tot dat der te meten hoogten als de 
hoogte des cilinders tot zijne halve middellijn. De middellijjnen worden 
symmetriflch verdeeld over zoovele horizontale doorsneden, dat het 
aantal vaa deze staat tot het aantal middellijnen in elke doorsnede 
zoo nu mogelijk als ^n:yr, wanneer n de verhouding is tussehen 
hoogte en middellijn. Welke der bebanddde methoden men nu vol- 
ge& wil in de plaatsing der horizontale doorsneden langs de hoogte 
des cilinders', of van die der hoogten over de basis, de midddbture 
middellijn (M) is steeds het gemiddelde uit al de gemeten middel- 
lignen, en de middelbare hoogte (JET) het gemiddelde uit al de ge- 
meten hoogten. 

Om fiog de nauwkeurigheid eener zoodanige opmeting te bepalen, 
in de onderstelling, dat een genoegzaam aantal lengteafmetingen is 
gemeten, zoodat een grooter aantal de uitkomst niet merkbaar zou 
T^anderen, hebben w\j de te vreezen fout op den inhoud te bereke- 
nen. Wij nemen aan, dat de te vreezen fout op eene middellijn 
en «ene hoogte even groot is. Noemen wij die e, dan is 
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de te vreezen fout op JST :ü -r- > 

^ Vp 

e 
eh de te yreezen fout op Misz—--^ , 
^ V2np 

wan&eer er p hoogten, dus ^np middellijnen gemeten worden. 

Uit de vergelijking 

4 

volgt d Vzn 7 (If * dH^2 MHdM) , 

4 

of dV='^M^{dR^2ndM). 

Is E de te vreezen fout op V, dan hebben wij dus 

El 



Voor de verhouding dezer op V te vreezen fout tot Vy die w^* 
ƒ willen noemen, vinden w^' dan 

Het blijkt, dat voor eene nauwkeurige opmeting de cilinder d«B te 
beter geschikt is, naarmate n kleiner is. 



NASCHRIFT. 

Voorgaand opstel was reeds, voor een klein deel nog onvoltooid, 
aan de Bedactie van het //Nieuw Archief voor Wiskunde" aangebo- 
den, toen het opstel verscheen van den Heer Moobs (in hetzelfde 
tijdschrift, Deel VI, blz. 144) „Theorie der inhoudsvinding van de 
Halve-hektoliter-graanmaat." 

Hoogst aangenaam was den schrijver de uitnoodiging van de 
redactie te overwegen, of dientengevolge het eerste zou behooren 
te worden gewijzigd of ingetrokken» en later het verlof een beknopt 
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naschrift daaraan toe te voegen. De aangebrachte wijzigingen be- 
staan in het inlasschen van § 8 en § 13, de noot 3 bij $ 4 en de 
omwerking van $12, overeenkomstig de vereenvoudigde berekening 
van genoemde noot. 

Met genoegen werd gezien, dat, wat de plaatsing der te meten 
middellijnen betreft, de Heer Moors langs geheel anderen weg, 
tot nagenoeg dezelfde gevolgtrekking is gekomen als schryver; alleen 
blqft het waarschijnlijk de voorkeur verdienen bij het meten van 
20 middellijnen, deze in 4 doorsneden in plaats van 5 te ver- 
deden. (Zie hiervoren, slot van § 11). 

De richting der middellijnen is, — nu eens aangeduid door den ho- 
rizontalen stand des bodems (§ 1, noot), waarvan het moeielijk te 
zeggen is, wanneer die plaats heeft; later (§ 19) door twee punten 
van den bovenrand, die (§ 12) golvend wordt ondersteld, — bij den 
Heer Moors eenigzins onbepaald. Het komt ons voor, dat die on- 
zekerheid zeer gemakkelijk wordt weggenomen, door als richtmiddel 
te gebruiken een deel der maat, dat daartoe als het ware van zelf 
is aangewezen, den stijl. Ware die niet om eene andere reden voor- 
handen, men zou hem in elke maat, die eenigzins nauwkeurig moet 
gemeten worden, verlangen om met behulp daarvan de middellijnen 
van elke doorsnede door één punt en in één vlak te kunnen richten. 
Voor het laatste kan zeer geschikt volgend eenvoudig toestelletje 
gebruikt worden. Een ijzeren staafje is aan beide einden rechthoe- 
kig omgebogen; die omgezette stukken zijn Vvormig uitgesneden, 
zoodat, wanneer zij tegen den stijl worden gehouden, het staaf je met 
dezen evenwijdig is. Tusschen de einden is, rechthoekig aan het 
eerste, verbonden een tweede staafje, waarvan ook de uiteinden recht- 
hoekig zijn omgezet in horizontale richting, zoodat de bovenkanten 
en de onderzijden van de armen twee vlakken bepalen, loodrecht op 
den stijl. Op deze armen wordt de meetstaaf gelegd; men kan dan 
aannemen, dat — zoolang het instrumentje , dat gemakkelijk te gelyk 
met de meetstaaf met de linkerhand wordt gehouden, terwijl met de 
rechterhand de schuif der meetstaaf wordt bewogen, op dezelfde 
hoogte zich bevindt , — alle middellijnen in één vlak worden gemeten. 
Om het laatste te verkrijgen voor vier verschillende standen, heeft 
men slechts de lengte van het verticale deel , de plaats en de breedte 
van het horizontale deel zoo te kiezen, dat bij plaatsing, eerst met 
het eene einde op den bodem, daarna met het andere tegen den 
onderkant der brug, en hetzelfde na omkeering, de as der meetstaaf 
op de gevorderde hoogten ligt. Voor vijf doorsneden zou nog een 
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klein blokje met inkeping voor den stijl noodig zijn, waarop het toe- 
stelletje mst, als men op de halve hoogte der maat meet. 

Men behoort niet uit het oog te verliezen, dat elke formule sledits 
geldt, wanneer bij de toepassing het meetinstrument juist de plaat- 
sen inneemt, die bij de opstelling der formule zijn aangenomen; elke 
aanmerkelijke afwijking daarvan zou wijziging der formule vorderen. 

Ten aanzien van het meten der hoogten van de maat kunnen w^ 
ons niet zoo goed met de voorstellen van den Heer Moors vereeni- 
gen. Waar niets belet op elke plaats de geheele hoogte in eens te 
meten, kan het voor de nauwkeurigheid slechts nadeelig zijn, wan- 
neer men eene of meerdere van die hoogten in tweeën meet, namelijk 
voor een deel van het bovenvlak tot aan een zeker horizontaal vlak, 
en verder van af dat vlak tot op den bodem. 

Ten duidelijkste blijkt dit ook, als men de te vreezen fout (E) op 
de middelbare hoogte berekent. Is de te vreezen fout op elke ge- 
meten hoogte en op elke aanwijzing der pijlmaat e, dan is volgens 
den Heer Moors af te leiden uit de formule 

VM^ J_ 9 1 i5/»^i^» + --+l^>o, 



/l , 82 2 . 0,0225 

^ = 'V 2+i6Ö0 + 64 + ~2r' 

dus j&z= 0,763. ff. 

Om die uitkomst te verkrijgen worden 26 waarnemingen vereischt. 
Wij vinden met 10 hoogtemetingen uit de formule 

^= ff 1/^=0,316. e. 
Meet men de middellijnen in vlakken loodrecht op den stijl, dan 
moeten de hoogten aan dezen evenwydig genomen worden. Zich 
daarvan te verzekeren is zeer eenvoudig; op een planlqe, iets korter 
dan de maat hoog is, en ter breedte van de halve middellijn, wor- 
den twee latjes evenwijdig bevestigd op zulke plaatsen, dat, als men 
het eene latje houdt tegen den stijl, de meetstaaf, tegen het andere 
staande, op den begeerden afstand uit het midden der maat zich 
bevindt. 
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EENIGE TOEPASSINGEN VAN DE THEORIE DER SINGU- 
LIERE INTEGRALEN BIJ DIFFERENTIAALVERGE- 
LIJKINGEN DER EERSTE ORDE, 



P. J. HOLLHAN. 

{Vervolg van hlz. 77.) 



$ 9. Welke is de vlakke kromme lijn, bij welke alle tangenten 
zoo gelegen zijn dat, wanneer men uit twee bepaalde punten eener 
raste rechte lign loodli^'nen opricht, het product van de lengten dier 
loodlijnen, begrepen tusschen de vaste lijn en eene willekeurige raak- 
1^'n aan de kromme , de standvastige waarde K heeft. 

Men doet aan de algemeenheid van het vraagstuk niet te kort, 
wanneer men voor de lijn der x de vaste rechte lijn neemt. De 
abscissen der punten, in welke de loodlijnen worden opgericht, dui- 
den wij aan door g en h. Nu is de vergelijking voor de tangens 
eener vlakke kromme 

y'-y=jp(«'-ir) of |/' = y+jp(a?'-aj) (89) 

Deze vergelijking gaat voor de abscissen g tn h over in 

y'g = y+p{jS^''OD) en y^=y+jp(A-a?), 

en omdat y'gyy'b l^et verlangde product is, heeft men de verge- 
lijking 

{y+Qif-^)p} .{yH^-^)p} =J^ (^o) 

Wanneer men haar op de vroeger uiteengezette wyze differentieert 
erlangt men 

%='■■■■■ <"' 
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en {sf'\-h-'2x)y + 2{sf-x)(h-x)p = (92) 

Uit (91) heeft men door tweemaal te integreeren 
y = Ax + B, 
of JB volgens vroeger geleerde verdrijvende, 

i/=^{a?-{(^ + ^)}±|l/{4i5:+^«(^-^)*}, . . . (98) 

welke vergelijking slechts eene standvastige bevat en de algemeene 
integraal van (90) is. 

Differentieert men haar in de veronderstelling, dat J. functie van 
X is, en neemt men in aanmerking dat uit (93) volgt 

l/{4Z+^*(^-^)*} =2y-'2Jx + A{sf+h), 
dan heeft men 

X''i(a4-k)+ éËZJ!)l ^ = .... (94) 

Elimineert men vervolgens ^ tusschen (93) en (94), dan verkrijgt 
men eene vergelijking, welke men dezen vorm kan geven 

^tI^'+Ï- « 

Wanneer men zich de vroeger genoemde kenmerken voor singu- 
liere integralen herinnert, dan zal men tot de overtuiging komen, 
dat (95) zulk eene is. Zij is de omhullende kromme van de rechte 
lijnen door (93) aangewezen. 

Is ir in (95) positief — ellips — , dan kunnen zich drie gevallen 
voordoen, begrepen in (A— ^)*>4Z, {A—ffy=z4iK en (A— ^)'<4Z'. 

Is (^— ^)*>4Z', dan is (A— ^) de groote en 2i/Z de kleine as. 
In dit geval ligt de groote as der ellips in de as der x. 

Is (A— ^)2<4X, dan is (h—g) de kleine en 2\^K de groote 
as; de eerste ligt dan in de as der x. 

Is eindelijk (A— ^)* =:= 4^", dan gaat de ellips in een cirkel over. 

Bovenstaande onderzoeking brengt ons tot de volgende eigenschap 
der ellips. 

Wanneer men uit twee, tegenover elkander liggende, toppen eener 
ellips loodrechte lijnen op de as opricht, en deze loodlij'^ön door 
eene willekeurige raaklijn begrenst, dan is het product der aldus 
a%esneden of begrensde loodlijnen gelijk aan het vierkant van de 
halve as, welke evenwijdig loopt met die loodlijnen. 

Is K in (95) negatief — hyperbool — , dan is (A— ^) de hoofd- 

11* 
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en 2v^— iT de nevenas; de eerste valt samen met de as der a?. Bij 
de hyperbool heeft men derhalve de volgende eigenschap. 

Wanneer men aan de beide toppen der hyperbool loodlijnen op de 
hoofdas opricht, en deze begrenst door eene willekeurige raaklyn 
aan de hyperbool, dan is het product der op die wijze begrensde 
loodlijnen gelijk aan het vierkant der halve nevenas, met tegenge- 
steld teeken genomen. 

Men kan, zooals wij boven meermalen aanduidden, twee andere 
wegen inslaan om de singuliere integraal te vinden; men kan (92) 
omvormen tot 

Vervolgens integreren en de standvastige op de gewone wijze bepalen. 

Men kan ook p elimineeren tusschen deze laatste of tusschen 
(92) en (90). Laugs beide wegen vindt men dezelfde singuliere 
integraal, door welke de kromme bepaald wordt, welke in elk harer 
punten de eigenschap heeft, die in het vraagstuk uitgedrukt is. 

10. Men vraagt eene vlakke kromme lijn te bepalen, b\j welke 
alle raaküjjnen zoo gelegen zijn dat, bijaldien men uit twee vaste 
punten (^, h) en (^', h*) loodlijnen op eene der raaklijnen laat val- 
len, het product van twee zulke loodlijnen de bepaalde waarde K 
erlangt. 

Zy Aaf-\'By''\' C= O, de vergelijking eener rechte lijn, en (^, h) 
de coördinaten van een gegeven punt, buiten die lijn, dan wordt 
de a&tand van dat p^int tot die lijn, zooals bekend is, uitgedrukt 
door 

V/(^*+i?*)' 

De vergelijking der raaklgn aan eenige kromme is y'-^yzzip^s^—x), 
of anders geordend 

Vergeüljkt men deze met de vergelijking der rechte lijn, dan heeft 
men Az=>^p\ Bz=z\ en C=:(pa?— y), waardoor de afstand wordt 

{X'-g)p-{y-h) 
V/(l+i^*) 

Voor een ander punt (^', h) heeft men eene overeenkomstige uit- 
drukking, zoodat het vraagstuk aanleiding geeft tot de volgende 
vergeüjjking 
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qr^i — A .... (»7) 

Men kan de as der x door beide punten laten gaan, zonder aan 
de algemeenheid van het vraagstuk te kort te doen; dan worden 
A = O en ^'=0, waardoor (97) eenvoudiger gedaante erlangt. 

Differentieert men (97), dan splitst zij zich in twee factoren 

t = '- (»«) 

en (^ + /-2a?)y + 2(^-a?)(^'-ir)i?-2Jrjp = .... (99) 

Wordt (98) volgens de vroeger verklaarde methode twee malen ge- 
integreerd, dan koncit als algemeene integraal 

l/=^{a?-|(^ + /)}+il/{(4 + 4^«)jr+^«(/-^)^}.(100) 

En om uit deze vergelijking de singuliere af te leiden, moet men 
haar, gelijk bekend is, differentieeren in de veronderstelling, dat ook 
Ji eene functie van x is. Heeft men dit gedaan, heeft men in aan* 
merking genomen, dat uit (100) volgt 

|/{(4 + 4^*)jr+^»(/-^)«} =2y-2^» + ^(/+^), 

die uitdrukking in het differentiaalquotient overgebracht, en vervol- 

dJ 
gens het gedeelte met den factor -=- vermenigvuldigd gelijk nul ge- 

ax 

steld, dan komt er 

Elimineert men nu nog A tusschen (101) en (100), dan is de 
einduitkomst 

l£zM±M* .»!=i (102) 

Omtrent deze singuliere integraal gelden ongeveer dezelfde opmer- 
kingen als in het vorig vraagstuk. Door haar worden de rechte 
lijnen (100) omhuld; zij zelve is eene ellips of eene hyperbool, 
naarmate K positief of negatief is. Het vierkant van de groote of 
hoofdas is (^~/)^ + 4Z' en het vierkant der kleine of nevenas ge- 
lijk 4ir. Om de abscissen der toppunten te vinden moet men in 
(102) y = O stellen; dan heeft men 

* = |(/+^)iFl/{r+i(y'-^)'}j (108) 

het negatieve teeken geldt voor den top, welke het naast b\j den 
aanvang der coördinaten ligt; het positieve voor den verder afgele- 
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genen. Om echter te vinden, welke punten der kromme lyn overeen- 
komen met de abscissen g en g' y vervangt men in de vergelijking 
« eerst door ƒ , vervolgens door g^ en in beide gevallen komt er 

yV{K\\{^-gY)=K; (104) 

dat wil zeggen, in deze punten is het product der ordinaat en der 
halve hoofdas gelijk aan het vierkant der halve nevenas. Dienten- 
gevolge stellen die beide punten de brandpunten der kromme daar; 
waaruit de volgende merkwaardige eigenschap voortvloeit. 

Wanneer men in eene ellips of hyperbool loodrechte lijnen uit de 
beide brandpunten op eene willekeurig genomene raaklijn trekt, dan 
is het product dier loodl^nen gelijk aan het vierkant der halve 
kleine as. 

Men kan ook (99) integreeren; daarbij ondervindt men geene 
moeielijkheid, als men haar vooraf onder de volgende gedaante brengt 

2efy _ {^%x-g - g')dx 

'T - ïf^iT'-'^)^' ^'''^ 

men komt dan op de vergelijking 

y« = C{(^-*)(^'^(p)-jr} (106) 

Leidt men nu y en ^ uit (106) af, en brengt men die waarden 
over in (97), dan vindt men 

C{W--gy-\-K)=^K, 

waaruit zich C laat bepalen , zoodat men andermaal op (102) terug- 
komt. 

Men kan ten slotte ookjt? tusschen (99) en (102) elimineeren en 
men verkrygt zonder verdere omwegen (105). 

De bewerkingen, waardoor men tot het besluit komt, dat men in 
al deze gevallen met eene singuliere integraal te doen heeft, zijn 
vroeger uiteengezet; wij gaan haar voorb\j om in geene herhalingen 
te vervallen. 

11. Wanneer men aan alle opvolgende punten eener vlakke kromme 
lijn raaklijnen trekt, en uit eenig punt in het vlak dier kromme 
gelegen, loodlijnen op die raaklijnen laat vallen, dan wordt het 
punt, waarin zulk eene loodlijn de raaklijn snijdt, voetpunt genoemd. 
Al die voetpunten te samen genomen liggen in eene rechte of 
kromme lijn, welke men de lijn der voetpunten noemt. Het vaste 
punt heet de pool en de oorspronkelijke kromme de basis. 

Laat ons] aannemen, dat de vergelijking der basis bij rechthoekige 
coördinaten wordt 
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F(x,y) = 0, aOT) 

en dat de pool bepaald wordt door de coördinaten p en ü. De rer- 
gelijking van de raaklijn, aan eenig punt der basis getrokken, is 

y'-y =1^(^-0;), (108) 

en de yergelijking der ügn, welke loodrecht op de tangens staat en 
door de pool (^, k) gaat, wordt voorgesteld door 

y"-A=-i(a?"-^) (109) 

In deze vergelijkingen zijn x' en y* de loopende coördinaten van 
de raaklijn, x" en y" die der lijn, welke loodrecht staat op de 
tangens. 

Het voetpunt is zoowel een punt van de tangens als van de lood- 
lijn; noemt men de coördinaten van zulk punt a?'" en y'", dan gaan 
de vorige vergelijkingen over in 

y'"-|/ =p(x'''-x) (110) 

en y-_A = -i(aj'"-^) . (111) 

P 

« DifiPerentieert men de vergelijking (107), dan erlangt men 

't'''+^=" <"" 

en wanneer men nu tusschen de drie laatste vergelijkingen en (107) 
X, t^ en p elimineert, dan erlangt men voor de vergelijking van de 
lijn der voetpunten 

(ï)(^-,y-) = (113) 

Brengt men, om een voorbeeld te noemen, deze rekening in toe- 
passing bij de kegelsneden, dan zal men bevinden, dat de lijn der 
voetpunten aldaar in het algemeen van den vierden graad is. 

Men kan «'" en y'" uit (110) en (111) afzonderen; hierdoor be- 
komt men 

a,"' = ^±^t^^£±f£l, (114) 

,'" ^y.j±Z^I+^ (115) 

Zijn nu de lijn der voetpunten benevens de- pool (ff^h) gegeven, 
en wil men de basis zoeken, welke bij de l\jn der voetpunten be- 
hoort, dan vervangt men «'" en y"' in (113) door de pas gevonden 
waarden, en heeft dan 
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Gemakslialye stelle men 

waardoor (116) overgaat in 

$('ï,«) = (117) 

Differentieert men nu deze vergelijking als functie van x, dan 
heeft men 

(ï:j^-[{(>»-y)(i-P')-%-).W^i^ + 

+ {(^-aJ)(l-?») + 2(A-y)-?}^] -^ = . . . (118) 

dp 
Deze vergelyking bestaat uit twee factoren , van welke de eene -j- 

is; aaü liaar wórdt derhalve voldaan door of de eene of de andere 

gelijk nul te stellen. Is -—zriO, dan vindt men door twee malen 

achter elkander te integreeren 

y = ^a?+i?, (119) 

waarin ^ en J9 de standvastigen zijn, door het integreeren ontstaan. 
Maar (116) of (117) is van de eerste orde, zoodat de integraal niet 
meer dan eene standvastige hebben mag. Zet men derhalve voor y 
en p hare waarden Ax+B en A in (116), dan valt ook x weg en 
men heeft 

^^(,+^^>W3^ ^1^) =« ■ ■ ■ ('»») 

Deze vergelijking geeft eene betrekking tusschen J en B, zoodat 
men de eene in functie van de andere kan uitdrukken. Men ver- 
krijgt zoo doende de algemeene integraal van (116), voorzien van 
eene enkele standvastige. Aan die standvastige kan men alle moge- 
lijke waarden toekennen, zoodat door de algemeene integraal een 
onbepaald aantal rechte lijnen worden voorgesteld. Die rechte lijnen 
snijden elkander opvolgend in eene reeks van punten, welke te sa- 
men de gezochte basis uitmaken. Die basis is derhalve de omhul- 
lende kromme van al de rechte lijnen, door de algemeene integraal 
voorgesteld; of ook de rechte lijnen, van welke de algemeene inte- 
graal het beeld is, zijn tangenten der gezochte basis. Die basis 
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yindt men, wanneer men uit de algemeene integraal de singuliere 
opzoekt. 

Neemt men den anderen factor yan (118) tot grondslag yan het 
onderzoek, dan heeft men op twee dingen te letten. Men moet in 
de eerste plaats eene functie opzoeken, welke yoldoet aan de yerge- 
lijking, ontstaan door dien factor gelijk nul te stellen, en aan de 
vergelijking (116). Dit kan langs twee wegen geschieden; of men 
integreert eene dier vergelijkingen, zoodat men eene functie yan x, 
y en de standvastige C bekomt. Vervolgens substitueert men de 
waarden voor y en ^ in de andere vergelijking, welke niet geinte- 
greerd werd, en ziet, of men daardoor aan haar voldoen kan. De 
standvastige, door het integreeren verkregen , wordt dan tevens bepaald. 

Of men elimineert jp tusschen de beide vergelijkingen, zoodat men 
rechtstreeks eene functie van a; en y, zonder standvastige bekomt. 
Vervolgens moet men zich overtuigen, of de verkregene functie aan 
de vergelijkingen voldoet. 

Maar er is eene tweede zaak, waarop men te letten heeft, omdat 
de functie, langs beide wegen verkregen, geene standvastige bevat, 
is zij geene algemeene integraal; maar is zij eene bizondere of sin- 
guliere? Om tot die wetenschap te geraken, laat men bij (118) den 
factor der eerste orde buiten rekening, en onderzoekt, of die van de 
tweede orde door de gevondene functie tot nul herleidt wordt. Ge- 
schiedt dit, dan is die functie eene bizondere integraal; in het tegen- 
gestelde geval vindt men eene singuliere integraal, en wel dezelfde, 
welke men uit de algemeene kan afleiden. 

De basis, welke bij eenige lijn der voetpunten behoort, is, zooals 
reeds uit de bepaling gebleken is, eene omhullingskromme, en zulk 
eene kan alleen door eene singuliere integraal worden voorgesteld. 
Werpt men een blik op de vergelijking (118), dan ziet men, dat de 

factor der tweede orde alleen uit het differentiaalquotient —\ 

bestaat; en dit wordt nul bij alle rechte l\jnen; waaruit blijkt, dat 
elke rechte lijn in het onderhavig vraagstuk slechts eene bizondere 
integraal is; zij kan derhalve nimmer de basis zijn van eenige lijn 
der voetpunten. 

1%, Men vraagt naar de basis, wanneer als lijn der voetpunten 
gegeven is de lemniscate, uitgedrukt door de vergel^king 

(ir'»+y")'=«(a!'«-y") (121) 

waarby de pool in den oorsprong ligt. 
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Wijl dè pool in dit géyal het punt is, waar de telling der coör- 
dinaten begint, is ^ =. O en A = O en de vergelijkingen (114) en 
(115) herleiden zich tot 

,,^_^VZ1P}P ...(m) 

j'-r+y ' ^^^^) 

door deze waarden gaat de vergelijking (121) over in 

{y^xpY=za^{p^--\) (124) 

Wanheer men haar differentieert, dan vindt men 

{*y + («»-a;»)p}£f=0 (126) 

» dp d^ y 
Wordt hierin ^^ of —— geluk nul genomen, dan heeft men, na 

integreren, als vroeger 

y=:^ay + J5 (126) 

Uit (126) en (124) vindt men, volgens het vroeger geleerde, 

J5 = ±«l/(-^*-l) (127) 

waardoor (126) overgaat in 

y=.Ax±aV{^^^l), (128) 

Deze laatste vergel^'king (128) is de algemeene integraal van (124); 
door het onbepaalde van A is zij de vergelijking van alle mogelijke 
raaklijnen aan de gezochte basis. Om deze laatste, dat is de omhul- 
lingiskromme te vinden, moet men haar differentieren in de veronder- 
st^ifig dat A eene functie van x is; men heeft dan 

g=^+('+Fi^,)^ <»') 

waaruit a,+ _^^=,0 (130) 

De geschikste w\jze om ^ te bepalen is het elimineeren der wor- 
telgrootheid ±l^(-^*— 1) tusschen (128) en (130), waardoor men 
bekomt 

^=-^ (131) 

Brengt men deze waarde van A in (128) over, dan herleidt zij 
zich tot 
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a;2-^» = a», (18Ö) 

waaruit men besluiten mag, dat de gezochte basis eene gelijkzijdige 
hyperbool is. 

Gaat men uit van den tweeden factor van (125), of van 

xtj-\-pia'-'x''')=0, (133) 

en elimineert men ;; tusscben (124) en (1B3), dan heeft men^ na 
behoorlijke herleiding andermaal 

a;»-j/*z=a» (132) 

Uit deze laatste volgt 

door welke waarden (124) en (133) identiek worden, gelijk het be- 
hoort. Verder is 

d^y a* 

dx^'^ ±|/(a?*-a*)*' 

De factor •^-~ van (125) van de tweede orde strookt niet met 

de gevonden waarde; derhalve is (132) eene singuliere en niet eene 
bizondere integraal. 

13. Men vraagt naar de basis » wanneer als Ign der voetpunten 
gegeven is 

a^x''+b^y''z=z{^'^+x'{x'-a)]^ ...... (134) 

en de pool in den oorsprong ligt. 

Ook hier is ^ = O en ^ = 0; onze algemeene vergelijkingen (114) 
en (115) herleiden zich derhalve in dit geval tot 

en y = fq:^ (136) 

Brengt men deze waarden van a?' en y' in (134) over, dan komt er 

a^j,^ + b^=.(y-xp + apy; (137) 

waaruit men door differentieeren afleidt 

(ayy-ay-a?*i?+2«a?j»)-^=0 (138) 

Wanneer men, als in het vorig geval, de factor --^ =0 twee 
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malen integreert, en^de integr^standyastige A^ gelijk daar geleerd 
is, in functie van B uitdrukt, dan vindt men als algemeene integraal 
van (137) 

^=T^7b*+^' (''') 

zij is weder het beeld van alle mogelijke tangenten der basis. 

Als men haar differentieert in de veronderstelling, dat B functie is 

dB 

van ar, en den factor, met — aangedaan, gelijk nul stelt, dan 

komt er 

2aJ?*-(3» + 5»)x = (140) 

De waarde van B uit (140) overgebragt in (139) geeft ten slotte 

a«|/»+3»«*-2a6*a? = 0, ........ (141) 

waaruit blijkt, dat de gezochte basis eene ellips is, met a en h als 
halve groote en halve kleine as. 

Gaat men uit van den anderen factor van (138), of van 

xy^ay^x^P'\-2axp=,(S, (142) 

dan moet men eene functie zoeken, welke tegelijker tijd aan deze 
en aan (137) voldoet. Men kan p tusschen beide vergelijkingen 
elimineeren, en men komt dan na eenige herleidingen op de boven 
gevondene vergelijking der ellips terug. Uit deze, of uit (141) volgt 

a 

h(a-^x) 
en pzzz — -7- , , 

welke waarden van y en p voldoen aan (137) en (142); voorts is 

d^y a .b 

dx^~ ±Vi2ax-x*y' 

wij zien hieruit, dat de gevondene vergelijking der ellips eene singu- 
liere , niet eene bizondere integraal is , want de factor van de tweede 
orde in (138) voldoet niet aan (141), wordt door de laatste niet tot 
nul herleid. 

Is a =^by dan wordt de vergelijking (134) eenvoudiger, en men 
heeft 

a*(aj'*+y'*) = {/> + aj'(aj'-a)}* (143) 

De lijn der voetpunten is in dit geval eene cardioide of epicy- 
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cloide, bij welke de rollende en de vaste cirkel even groot zijn. De 
basis, welke bij de cardioide behoort, wordt voorgesteld door 

y»+a?*-2öaf = 0, (144) 

welke vergelijking een cirkel aangeeft. 

14. Men vraagt naar de basis, welker bij de vaste pool (^, k) 
behoorende lijn der voetpunten eene rechte lijn, met de as der x 
samenvallende, is. 

Wanneer wij , als vroeger, de coördinaten van de lijn der voetpun- 
ten door ar*" en y'" aanduiden, dan moet in dit geval, voor elke 
waarde van a?'", y'":=:0 worden, waardoor de algemeene vergely- 
king (115) overgaat in 

y + (^-.T)jo + Ai?» = (145) 

Wij kunnen deze vergelijking op de gewone wijze differentieeren, 
en de beide factoren, waarin de differentiaalvergelijking 

{iff-xnUh.p] = (146) 

ontbonden wordt, afizonderlijk gelijk nul stellen. De geheele bewer- 
king loopt af als in de vorige vraagstukken; daarom kunnen wij 
haar aan den lezer overlaten. Hij zal voor de singuliere integraal 
vinden de vergelijking 

(^-a;)* = 4Ay, (147) 

zijnde die eener gewone parabool, welker brandpunt in de vaste 
pool (^, k) ligt. Haar top bevindt zich in de as der Xy en hare 
hoofdas loopt op den afstand y evenwijdig met de as der y. Is 
^ = 0, dan valt die as met de as der ordinaten samen. 

15. Is aUes gegeven als in het vorig vraagstuk, met dit verschil, 
dat de lijn der voetpunten moet samenvallen met de as der ordina- 
ten, dan wordt de komende vergelijking der basis uitgedrukt door 

(y-A)a = 4^iC (148) 

Zij is andermaal eene parabool, zooals te voorzien was. 

16. Wordt de lijn der voetpunten uitgedrukt door de vergelijking 

y* = mai^k, (149) 

en is (^, h) wederom de vaste pool, dan bekomt men de vergelyking 
y'\-{g-x)p^hp^ = m{ff^{h^y)p'^xp^]'\-k{\-\'p% (150) 

en behandelt men deze op de gewone wijze, dan vindt men voor de 
einguliere integraal 
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{«»(y-^)-(«-^)}^-4{y^{»^^ + ^)}.{A-(»*a; + ;t)} = 0, (151) 
of, na ontwikkeling en afzondering yan y, 

±2V(l + m^)(mx + k-k){mff + k''h)] . . . (162) 

Bij deze Tergelijking kan men drie gevallen onderscheiden. Be ligging 

der pool (^, k) is vooreerst zoo , dat de factor onder het wortelteeken 

(mff-\-k — h) posifief wordt. Zal de ordinaat y bestaanbaar blijven, 

dan moet ook de fector (mx-^-k-^k) positief zijn; dat is, men moet 

hebben 

k-k 

x> . 

m 

De waaïden van x mod«n derhalve bij (h—k):m beginnen, en 
van daar nit kunnen zij naar de positieve zijde tot in het oneindige 
toenemen; de gevonden basis is derhalve eene parabool. 

Ligt de pool (^, h) zoo, dat de factor (»*^-f^— A) onder het 
wortelteeken negatief wordt, dan moet, zal y bestaanbaar blijven, 
ook de andere fiactor onder het wortelteeken (mx+k-k) negatief 
zijn, dat is, men moet x<^(k — k):m hebben. Deze waarden van 
X moeten derhalve bij (k—k):m beginnen, en kunnen zich langs de 
negatieve zijde tot in het oneindige uitstrekken ; ook hier is de basis 
eene parabool. 

Is de ligging der pool zoo, dat men heeft 

mff + k-h:=zO, (153) 

dan ligt de pool in de rechte lijn der voetpunten, en elimineert 
men k tusschen (152) en (153), dan verkrijgt men 

y-.A=-- (a;-^), (164) 

dat wil zeggen de gezochte basis is de rechte lijn, welke door de 
pool f^, h) gaat, en op de rechte 1^'n der voetpunten loodrecht staat. 
Elimineert men nu met behulp van (153) en (154) k, y en p uit 
(150), dan wordt deze identiek; maar elimineert men k ook nog uit 
de algemeene ii^;l;egraal, hier niet verder uitgewerkt, dan bekomt men 

y-A=;:^(j?-^) (155) 

Yergel^ men nu (154) en (1^5), dan ziet men, dat de eerste of 
(154) slechts een bizonder geval van de algemeene integraal is, en 
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derhalve geene singuliere kan wezen. Door eene bizondere integraal 
kan echter geene basis, behoorende bij eenige lijn der yoetpun- 
ten, worden gevonden, en van daar vervalt het derde geval, dat 
{mg -}- k — A) = O is. 

Tot het laatste, langs analytischen weg verkregen , besluit kan men 
ook door meetkundige beschouwing komen. Is de basis eene rechte 
lijn, dan wordt de lijn der voetpunten, waar men ook de pool moge 
plaatsen, door een enkel punt voorgesteld; met andere woorden, er 
bestaat geene lijn der voetpunten. En is, omgekeerd, eene rechte 
lijn als lijn der voetpunten voorgeschreven, dan kan zij geene rechte 
lijn tot basis hebben. 

Wij zijn tot bovenstaande besluiten gekomen door (160) te diffe- 

dp 
rentieeren, en den factor -~ tweemalen te integreeren ; men kan ook 

den anderen factor dier differentiaalvergelijking tot uitgangspunt van 
het onderzoek nemen, en zal dan tot dezelfde uitkomsten geraken. 
Wij laten dit achterwege, om niet te wijdloopig te worden. 

17. Is de bjn der voetpunten een cirkel, gegeven door zijne mid- 
delpuntsvergeUjking 

af^-\-y'^ =rS (156) 

daarbij (^, A) de vaste pool, en wil men de basis bepalen, welke met 
deze gegevens overeenkomt, dan wordt de algemeene vergelijking (116) 

(g^■hpY'\^{v-^pY=r^^^^-p^). (m) 

waaruit men als singuliere integraal afleidt 

y=-Fz:7ï-^+jr^»^{(^*+**-'-*)(*-+**-'-)} 168) 

Ligt de pool binnen den cirkel als lijn der voetpunten , dan wordt 
de basis eene eUips. Men moet het geval uitsluiten, dat de pool in 
het middelpunt des cirkels valt; dan toch wordt de basis een oirkd, 
samenvallend met dien der voetpunten. 

Ligt de pool buiten den cirkel, dan vindt men voor de bas» de 
vergel^king eener hyperbool. 

Ligt, eindelijjk, de pool in de lijn der voetpunten des eirkds, 
dan bestaat er in het geheel geene basis. 

Is iffyh) de pool, a?'*+y'* = 2ra/ de vergelijking van de lijn 
der voetpunten, dan komt men tot ongeveer dezelfde besluiten; men 
kan als basis vinden eene ellips, een cirkel, eene hyperbool, of er be- 
staat geen basis , als namel^k de pool in den omtrek des cirkels Jigt. 



OVER DE BEWEGING VAN STELSELS, GEBONDEN AAN 
VOORWAARDEN, DIE AFHANGEN VAN DEN TIJD, 



DOOR 



P. YAN GEER. 



Be beweging van een stelsel, waarop gegeven krachten werken, en 
waartusschen verschillende voorwaarden bestaan, wordt door middel 
van het beginsel van d'Alembebt opgelost. Wanneer slechts de voor- 
waarden van dien aard sdjn, dat zij door stelkondige betrekkingen 
tusschen de coördinaten, den tijd en hare onderlinge samenstellingen 
kunnen uitgedrukt worden, is het altijd mogelijk, het voldoend aan- 
tal vergelijkingen op te stellen, waarin de oplossing van het vraag- 
stuk ligt opgesloten. De moeilijkheid is dan van zuiver mathemati- 
schen aard ; namelijk het elimineeren der onbepaalde grootheden en 
het integreeren der overblijvende vergel^kingen , die in voldoend aantal 
voorhanden zijn , om elk der onbekenden in den tijd uit te drukken ; 
en dit is, zooals men weet, het laatste woord van elke oplossing 
voor een mechanisch vraagstuk. 

De rekenwijze van Laoranoe, toegepast op de vergel^kingen, die 
het theorema van d'Alembebt uitdrukken, is wel algemeen, maar 
slechts in zeldzame gevallen van uitzondering is het mogelijk langs 
dezen weg tot eene volledige oplossing te geraken. De w^ voert 
over eenige algemeene beginselen , die enkele integralen doen kennen. 
Dubbel moeilijk echter wordt de zaak, wanneer de voorwaarden, 
waaraan het stelsel gebonden is, rechtstreeks van den tijd afhangen, 
omdat hierbij in den regel geen enkel dezer beginselen geldt, zoodat 
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ook yooruit geen enkele integraal kan aangewezen worden. Van 
daar, dat dit geval in den regel wordt ter zijde gesteld. Zelfs daar, 
waar groote algemeenheid van formulen en beginselen wordt op den 
voorgrond gesteld, stuit men al spoedig op de onderstelling, die er 
met zooveel woorden bij wordt genoemd of eenvoudiger stilzwggend 
aangenomen, dat de voorwaarden onafhankelijk z\jn van den tyd. 

De litteratuur van dit onderwerp wijst het onmiddellijk aan; zijj 
is toch uiterst beperkt. De behandeling van het geval, dat de t\jd 
in de voorwaarden voorkomt, loopt wel evenwijdig aan de algemeene 
ontwikkeling der dynamica, maar is slechts eene zwakke draad 
vergeleken met den machtigen stroom der overige vraagstukken. 

Eene zooveel mogelijk volledige opsomming van al, wat in dit 
opzicht is volbracht, moge hier een plaats vinden. 

Het eerste geval vind ik vermeld in de Opera omnia van Johannxs 
Bebnoullt; in het vierde deel (1742) wordt op blz. 248, onder 
N°. CLXXYI, gehandeld de Curva guam deacribit Oorpus incltuum m 
tuba drculante, en alleen het eenvoudige vraagstuk in enkele blad- 
zijden opgelost, dat een punt zich beweegt in eene horizontale buis, die 
om een vaste verticale as wentelt; wanneer geene uitwendige krach- 
ten werken kan dit geval geintegreerd worden; ook vindt men hier 
de volledige oplossing, die tot de kettinglijn op poolcoördinaten voert. 

Ook Glatbaut roert het onderwerp, doch slechts even en van ter 
zijjde aan, in eene verhandeling, voorkomende in de EiatoiredeVAca-* 
dende des sciences, Année MDCCXLU, pg. 1 — 52; het door hem 
behandelde geval komt volkomen met het bovengenoemde van B£B- 
KOULLi overeen. 

EuLEB wijdt reeds meer aandacht aan de zaak, en geeft haar vol- 
gens zijne eigenaardige methode groote uitbreiding. In z\jne Opus» 
Gula Varii argumenü (1746) behandelt bij in eene verhandeling onder 
den titel Be motu Corporum in superficiehus mobüièus, uitvoerig ver- 
schillende gevallen; zooals in Sectio I, over de beweging van licha- 
men in buizen, die zich evenwijdig aan zichzelven in eene gegeven 
richting bewegen; in Sectio U, over de beweging van lichamen in 
buizen, die om eene vaste as wentelen; en in Sectio UI, over de be- 
weging van lichamen in buizen, die zich geheel vrij bewegen. 

De behandeling, die zich, zooals hieruit blijkt, tot de allereenvou- 
digste gevallen bepaalde, bleef geruimen t\jd rusten; eerst in 1829 
en 1830 wordt het in de Annates de mathémaUqties pur es et appli' 
£ués, par Gebqonke, hervat door een ongenoemde, en later door 
Ampèbe, die de eerste oplossing als verkeerd bestrijdt, en eene betere 

12 
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in ^e ^Aatii C/telt, dodi zich e?enzoo beperkt tot het geyal, dat een 
stoifelijk punt etch in eene rechtlijnige buis beweegt, die om een 
punt draait, zoodat hij nu ook een ki^lvlak kan beschrijven; dit 
geyid wordt volledig door hem opgelost. 

In aansluiting hiermede wordt een dergelijk geval van beweging 
behandeld door VmiLLE in het Journal de Mathemati^es van L1O0- 
TILLI! voor 1849, waiur het stoffelijk punt zich niet meer in eene 
rechtlijnige bais, maar in een cirkelvormige, beweegt, hetgeen even- 
zoo tot eene eenvoudige oplossing voert. De hierboven genoOTide 
gevallen vindt men, met enkde van gelijken aard vermeerderd, ook 
opgegeven onder de bekende verzameling vraagstukken van Julldsn, 
Tome n. 

In het BtUleHn ttes sciences matkemoHques et asironomiques , par 
DAXBOtJX et HotJEL, wordt (Tome m, 1872, pg, 29 — 32) door 
Bjssal een vraagstuk behandeld, dat zich hierbij aansluit; h^ handelt 
namelijk „du mouvement rélatif d'un point pesant sur une courbe 
comprise dans un plan vertical toumant d'un mouvement uniforme 
autour d'un point de ce plan." Het vraagstuk is blijkbaar hoogst 
beperkt, de oplossing ook zeer eenvoudig. 

Einddijk kan nog genoemd worden een kort opstel van E. Mischbs, 

voorkomende in het Zeitéchrift fiir Mathematik nnd Fkydk, van 

« ScHLÖMiLCH, voor 1876, waarin eenige algemeene formulen en 

beschouwingen voorkomen over die Bewegun^ materieUer PtmUe avf 

vorgeschriehenen heweglichen BaJmen, 

Het moeilijke der oplossing blijkt, volgens de aangehaalde littera- 
tuur van het onderwerp, hieruit, dat men zich 'tot zulke hoogöt een- 
voudige bijzondere gevallen beperkte. Nauwelijks stelt men het vraag- 
stuk wat algemeener, of alle middelen om tot eene volledige opka- 
sing te geraken falen. Wij siellen ons voor, in het volgende de zaak 
nader te onderzoeken en de moeilijkheden, welke er aan zijn verbon- 
den, aan te wijzen; het zal ons daarbij blijken, dat geene van detal- 
i^ke hulpmiddelen, welke ook de nieuwste uitbreiding der wetenschap 
aan d« hand doet, in staat is deze volledig te overwinnen. 

IL 

Indien Tiet stelsel bestaat uit n punten, tusschen welke m verbin- 
dingen bestaan, die worden uitgedrukt door vergelijkingen in den vorm 

X = 0, 

terwigl da8rent)aven ^ elk punt eene uitwendige kracht werkt; wan- 
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neer dan bet i^eheele stelad tot een reohthoekig ooör^attnstdfld in 
de raimte wordt teruggebracht, zal de bewegiag wovden nitgedmlct 
doiur de T^el^kiQgaQ 
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waarbij ;? als index voor een der n willekeurige punten is genomen, 
en X,, Z, , Zf, de componenten der uitwendige krachten yooretel- 
len, die op dat punt werken. 

De vergelijkingen (I) zijn dus 3» in aantal, maar bevatten be- 
halve de 3» coördinaten en den tijd nog m onbepaalden &ctoren A, 
die geëlimineerd moeten worden. J)e overige Sn—m vergelijkingen, 
verbonden met de m verbindings vergelijkingen , zijn voldoende in 
aantal, om de 3» coördinaten in den tijd uit te drukjcen, waardoor 
het bewfgingsvraagstuk is opgeloat. 

De eliminatie der A is niet moeilijk, omdat deze grootheden slechts 
tot de eerste madit voorkomen, maar de oveAlijvcnde vergdl^kingen 
znüen diffiwrentiaalvergel^jkingen van de «« orde tnescftien 8»— m 
veranderleken zijn, zoodat in het algemeen van het integreeren der- 
zekea geen flf»tike kan zijn. Daar enkele algemeene beginselen in- 
t^raüea opleveren, zullen wij thans nc^an, inhoeverre ss^ hier gel- 
den, wanneer ondersteld wordt, dat de veifiindingsvergelijkingen Zs=0 
beftialve de coördinaten ook den tijd t bevatten. 

Daar het beginsel van de beweging van het massa-middelpHnt , 
zoowd aJfi dat van de seetcnren, bepaald wordt door den toestand 
van het stds^ op e& oogenblik, uA de geMigheid vam beiden on- 
afhankelijk zijn va^ de omstandigheid, of 4e tijd in de verbindings- 
vergelijkingen voorkomt. Het .beginsel va» de beweging van het 
massa-middelpunt zal dus gelden, wanneer de krachten, die ui^ de 
verbindingen voortvloeien, onderling evenwicht maken. Dit zal het 
geval zija, wanneer de veirbindingen ilechts tufifiQhen de p^t^n on- 
derling bestaan, zoodat het stelsel niet gebonden is aan andere stel- 
sel». Onder dezelfde omstandigheden zal het bogimd^ yan 4e -«eotoren 
geLdmi, mits de uitwendige kraohten eene ^eoJkde jseeuitoite m goen 
JiDjpn^ opleveren. Mn dezer begiiiflek geeft dxie mtegii^nj het 
eerste doet de beweging van een der punten vtn het fitelael v!oUedig 

12* 
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kennen. Heeft echter het bewegend stelsel eenige yerwantschap met 
een of meer andere stelsels, die er verder onafhankelijk van zijn, — 
moet zich b. t. een der pnnten op eene gegeven lijn of oppervlak 
bewegen; heeft het stelsel een vast punt of vaste as, — dan vallen 
beide beginsels weg en geven geen integraal meer. 

Yan overwegend belang in alle dynamische vraagstukken is het 
beginsel der levendige kracht, zoodat thans moet onderzocht worden 
in hoeverre dit hier geldt. 

Onderstellen w^ daartoe, dat de »t verbindingsvergelijkingen, die 
de coördinaten en den tyd bevatten, den vorm hebben 

Z=/(...ir^y^^^...O = (n) 

Om nu uit de vergelijkingen (I) tot het beginsel der levendige kracht 
te komen, moeten zij met dx,, dy^y dzp vermenigvuldigd en ver- 
volgens opgeteld worden; dit geeft 

(IH) 
In het laatste lid heeft het eerste S betrekking op de verschil- 
lende verbindingen, het tweede op de coördinaten, die in elke ver- 
binding voorkomen. 

In de vergelijking (III) stelt het eerste lid de differentiaal der leven- 
dige kracht van het stelsel voor; de eerste term van het tweede lid 
is de differentiaal van de krachtfimctie U der uitwendige krachten; 
indien deze er eene bezitten, hetgeen wij hier zullen aannemen. Het 
beginsel der levendige kracht zal dus gelden, ingeval het tweede deel 
van het tweede lid nul is. Blijkbaar is dit hier echter het geval niet. 
Want door het volledig differentieeren van (II) ontstaat 

en hierdoor wordt 

lxi(^dx,^.^dy,^l^d.,):=.^lx^^dt 

De genoemde uitdrukking verdwignt dus alleen in de onderstelling, 
dat geene der verbindingen den t\jd bevat; is dit niet het geval, 
zooals wiy thans onderstellen, dan houdt het beginsel van de leven- 
dige kracht op te bestaan, en de vergelijking (III) geeft 
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d,Z\v^dm^dU^Z A^iT^ (IV) 

welke thaus geene integraal der bewegingsYergeligkingen oplerert. 

Werken op het stelsel geene uitwendige krachten, zoodat de krachi- 
fdnctie verdwijnt, dan geeft de laatste yergel^king 

d.iiv^dm='-l A -^dt, 

waaruit blijkt, dat thans de lerendige kracht niet standTastig is; zQ 
▼erandert, hoewel geene uitwendige krachten op het stelsel werken. 

De yerklaring van deze sch^'nbare tegenspraak met het beginsel Tan 
het behoud der levendige kracht kan als volgt gegeven worden. 

De vergelijkingen (II), die de voorwaarden uitdrukken, waaraan 
het stelsel gedurende z\jne beweging moet blijven voldoen, .kunnen 
volgens de fraaie voorstellingswijze van PoiNsoT beschouwd worden 
als zoovele oppervlakken, waaraan de punten onderling z^n verbon- 
den. Daar zij echter den t^d bevatten, zijn deze oppervlakken niet 
vast, maar ondergaan veranderingen, die onafhankelijk z\jn van de 
beweging der punten. 

Daarom kan echter deze beweging niet als eene relatieve be- 
schouwd worden. Hierb^ toch mag de beweging van het coïncidee- 
rend stelsel in de ruimte geen invloed uitoefenen op die van het 
stelsel, wiens beweging wordt nagegaan. Doch in het geval, dat wij 
hier beschouwen, wordt die voorwaarde niet vervuld; want de ver- 
plaatsing der oppervlakken heeft invloed op de beweging van het 
stelsel. Omdat nu deze invloed niet wederkeerig is, kan ook aan 
het beginsel der levendige kracht niet worden voldaan. Het verlies 
aan levendige kracht kan op de volgende w^ze berekend worden. 

Zij de vergelijking van een der oppervlakken op een bepaald 
tijdstip 

Na een t^dsverloop At wordt de plaats van hetzelfde oppervlak 
voorgesteld door 

Nemen wig de uitdrukking 

ƒ(. ..x,y,e,.. .t + At)-f{. . . x,y,z. ...t) 

rt " — • 

en noemen wij de grenswaarde hiervan de snelheid van verplaatsing 
van het oppervlak F, zoodat 
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dan wonLt 

De yerplaatsing ?an ket opperrlak in het tijdselement is dus 

rj-dt; en de elementaire arbeid, door den weerstand A in de rich- 

ting van de normaal in het aangrijpingspunt werkende, wordt roorga- 
steld door 

itéXtïL^è&t naar gewoonte de positieve zijde der normaal naar bin. 

iüh, Wórdt genomen. 

* dL 
Derhalve stelt de uitdrukking --% X^r-dt de elementaire arbeid 

1 ot 

Vdoïj die dooi' alle weerstanden van de oppervlakken in het tijds- 
verloop dt wordt volbracht, en door de verplaatsing der oppCTtlakketi 
vetoörs^akt • de^e arbeid is, zooals behoort, juist gelijk aan het verlies 
aan éïbeid in de foi'öiule (ÏV). Deze verloren arbeid moet dus van 
btriteüAangebtticht worden, om de onafhankelijke beweging der opper- 
vb^ken të ondeAoüden; zonder deze zou op den duur aan de ge- 
stilde voóïivaarden nii^ kunnen voldaan Worden. 

Ifoge ó^ deté wijze blijken, dat het theorema Van het behoud der 
enet'gié zijne geldigheid behoudt, zoo gaat toch de toepassing hiet 
vfetlèten. De verloren arbeid kan eerst berekend worden, wanneer 
het vraagstuk is opgelost, en zonder de kennis van dezen arbeid is 
vergelijking (IV) onbruikbaar. In dien zin houdt dus het beginsel der 
levendige krachten voor het bewegingsgeval, dat wij thans behandelen, 
op te bestaan; en hiermede vervalt de voornaamste integraal der 
algt^neene bewegingsvergemking^. 

Met het beginsel der levendige kracht valt ook dat der Ulmete 
werking; zoodat in de bovenomschreven gevallen, waarin noch het 
beginsel van het middelpunt van massa, noch dat der sectoren geldt, 
geene enkele integraal der bewegingsvergelijkingen kan aangewezen 
worden. Vati daar dat de meeste schrijvers hoewel de algemeenheid 
hunner berekeningen vooropstellende, al zeer spoedig het geval uit- 
sluiten ^ dat die tijd explicite in de verbindingen voorkomt. Za» 
o. a. Laobanoe's TraUé de Mécaniqne atrnfyHfue en JiedSt'B Fw«le- 
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sungen fiber Dynantik; de bekende leerboeken ran Duhambl, Stush , 
BisAL, ScHELL, sluiten zich Hierbij yanzelve aan. 

m. 

Moge het beginsel yan de kleinste werking yoor ons geyal zqne 
geldigheid verliezen, de uitbreiding, die hieraan door Hamilton is 
gegfeyen, blijft van kracht, zooals wij thans zullen aantoonen. 

Daartoe keeren wij tot de algemeene bewegingsformnlen (I) terug. 
Bjj vermenigvuldiging met de differentialen der coördinaten, veidwijj- 
nen, zooals w^* zagen, de laatste termen niet; maar vermenigvuldigen 
wij met de variatien der coördinaten, dan zullen by optelling deae 
termen wegvallen. Want in de verbindingsvergelijkingen (II) komt 
wel de tijd voor; maar kiezen w\j de variatien der coördinatesi aoo- 
danig, dat de punten voortdurend aan de verbindingen blijven vol- 
doen, dan zal 

derhalve geven nu de vergelykingen (I) 

Door aan beide zijden met dt te vermenigvuldigen, en te integree- 
ren tusschen twee bepaalde grenzen van den tijd, wordt 

ƒ [f (7^' ^*'+ ^ ^J''+ 7F ^^') H '^'^'^^ ^'^'- ^"^ 

Om het eerste lid te trsnsformeeren stellen wij 

dt ""*" dt —"" dt — *" 
dan wordt het eerste lid 

= £ (a?% ^Xf +y% ^y, + z', $z,) dm - 

^f[^{x',^x,+y',$f, + z\$/)dm] dt. 

Doch aan de grenzen van de integraal verdwynea de variatien, 
Boodat de eerste term van het tweede lid nul wordt; stelt men 
daaxby de levendige kracht van het stelsel 
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dan wordt de boyenstaande uitdrukking 

-JlL.dt, 

en de rergemking (a) gaat orer in 

5/(Z + Cr)(^^ = 0, (V) 

zijnde de yergelijking, welke door Hamilton in de plaats van hét 
theorema der kleinste werking is gesteld, en waarvan thans is aange- 
toond, dat zij ook in ons geval geldt. 

Gemakkelijk kan hieruit de tweede vorm van de bewegingsverge- 
lijkingen van Lagbange, zooals zij voor ons geval gelden, afgeleid 
worden. 

Vervangen wij namelijk de rechthoekige coördinaten ^p^Vf^z, door 
nieuwe S'i»^')»**'» die geschikter zijn voor het te behandelen vraag- 
stuk, dan zal de vergelijking (V) als onafhankelijk van de coördina- 
ten, waarin de plaats der punten is uitgedrukt, blijven gelden. 
Stellende verder 

dan zal L slechts de ^ en ^', TJ alleen de eerstgenoemde bevatten. 
Hieruit volgt 

O = lJ{L\V)dt z=zf^(L+ U)dt = 



Maar 



=>(if''+i?*''+f'')-- 



^5^ 



Van dit laatste lid is de eerste term aan de grenzen van de in- 
tegraal nul, dus wordt 



aU 



m^-'-^H 



rf^ = 0. 



Wojrden nu de nieuwe coördinaten zoodanig gekozen, dat zij van 
elkander onafhankelijk zijn, dan geeft de laatste vergelijking eene 
reeks vergelijkingen van den vorm 
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^=„ |£ = J(^) (n, 

^q dt dg 

welke paarsgew^ze zooveel in aantal zijjn, als het aantal onafhanke- 
lijke coördinaten aanwijst. Deze algemeene vorm Toor de bewe- 
gingSYergelijkingen wordt ook door Dr. C. A. Scheltema, in zijne 
dissertatie De tweede vorm der hetoegingwergelyUngen van Lagrange, 
afgeleid, en aangetoond, dat z\j blijren gelden, wanneer de voorwaar- 
den den tijd bevatten; doch onder de talrijjke voorbeelden, die als 
toelichting worden meegedeeld, komt geen enkel voor, waarin deze 
omstandigheid plaats heeft. 

De overgang van de bovenstaande vormen der bewegingsvergelij- 
kingen tot die van Hamilton is niet moeilijk. Z\j wordt volledig 
meegedeeld in Jacobi's Forle^ngen (4® Vorlesung). Om den gang 
van ons betoog niet af te breken, wenschen wij hier eene gewijzigde 
en vereenvoudigde afleiding te laten volgen. 

Daar i = S|wt7*, zooals wij opmerkten, de grootheden q en q' 
bevat, en ten opzichte der laatsten homogeen en van den tweeden JtuZ^jrJo.5J£ 

iL=tq'^,=.t^p (*) AySS- 

waarvoor geschreven kan worden 

en dit volledig differentieerende 

dL-z=,Zq'dp^Z^dq'-Z^—dq-'L—,dq\ 
^9 ^2 d9 

of dLz^.Zq'dp—'Zrr- d^ i^) 

èq 

Nu zijn de vergel^kingen 

dZ 

lineair, zoowel ten opzichte van p, als van q'; dus kan men de^' in 
de p uitdrukken en substitueeren , waardoor L eene functie, wordt 
van de q en de p. 
Hierdoor wordt 



? 
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rfi = 2^rfp + 2j^<?? (rf) 

op oq 

De yergelqkingen (c) en {d) identiek zijnde, Tolgt hieruit 
, Si di ^L 

^^^ '"^ Tq ^' 

welke vergelijkingen zoodanig zijn te verstaan , dat in de eerste leden 
L wordt beschouwd als functie van q en q\ in de tweede leden als 
functie van ^ en jt?. 
Houden wij ons nu aan de laatste bepaling, dan volgt uit (VI) 

di 'èq ^q ^9 ' 

omdat de transformatie van q' op p voor U, als g^ene q' bevattende, 
onversdiillig is. 
Om dezelfde reden kan men schrijven 



Stelt men nu 



^ dt 'bp ^p 



^ dan wordt 

CcLrt^mUcMJU dg __ ^ ^ =— ^ . f VIP 

i^jjUu^ly^ai^ dt ^p* dt èq ' ^ ^ 

en dat zijn de differentiaalvergelijkingen der beweging in den vorm 
van Hamilton, nu ook geldende voor het geval, dat de tijd in de 
verbindingen voorkomt; hetgeen door Hamilton was buitengesloten. 

Uit de laatste fraaie vormen kan tot de karakteristieke functie van 
Hamilton worden opgeklommen, waartoe wij op nieuw met vermy- 
ding van eenige slingerpaden den door Jagobi aangewezen weg ') 
zullen volgen. 

Stellen wij daartoe 

K=L+Ü, (1) 



r=('Kdt=f\z-{-U)di, 



en r= Kdt=i {L-\-U)dt, (2) 

dan kan V na behoorlijke eliminatie beschouwd worden als eene 
functie van ^, q^y J'j, . . ., q\i /j» . . • Derhalve 



1) Ibidem, 19 und 20 VorleBung. 
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SZ=ï|5„+ï«8,-, 



en 
Maar 



r 



en dit genomen tusschen de grenzen tQ en t, 

ƒ;^^^-=Kf'»)-(lf'«).]-ƒ.'f'H'. 

rervolgens gesubstitueerd in (3), geeft 

f' dl^ 

Daar echter q' niet in U voorkomt, kan roor de eerste K onder 
bet integraalteeken L geschreven worden, de tweede X blijft vol- 
gens (1) L+Ui maar volgens de bewegingsvergelijkingen van La- 
GSANGE verdw^nt dan de geheele vorm onder het integraalteeken, 
en wordt 

of, omdat -— - zn « is gesteld, 
^q 

Sr=ZjoSg' — SjOo^ö'o (4) 

Nu kan men F na integratie en eliminatie ook beschouwen als 
eene functie van de grootheden t, q^y Sif'^y 9i^> ?2°>««'»j 
die evenveel in aantal zijn als de bovengenoemde veranderlijkcii , 
zoodat 

SF=x5^J^ + Z^5,., .(6) 

waaruit in verband met (4) volgt 

h~^' w.~~^" ^^ 

Verder is, volgens (9), 
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of !|:+2y>-jr=o. 

Stelt men hierin 



zoo wordt 



Zq'p-K=F, (7) 

|7+^=«' (8) 

zijnde eene partieële differentiaalvergelijking voor F, 
Nu is echter volgens (b) 

zoodat de vergelijjking (8) overgaat in 

1^ + 5=0, (VIII) 

zijnde nu de lineaire partieële differentiaalvergelijking ter bepaling 
van F, die de genoemde karakteristieke functie van Hamilton is. 
In deze vergelijking moet E volgens het bovenstaande beschouwd wor- 
den als eene functie van t, ^|, y», . . . {"i®, fl'j*» • • •> dus van 2m-^l 
grootheden , indien oorspronkelijk een aantal m der coördinaten g wa- 
ren aangenomen. 

Thans zullen w^ nagaan, hoe de oplossing der mechanische vraag- 
stukken uit de karakteristieke functie wordt afgeleid, ingeval deze 
uit de grondvergeligking (Vlll) is bepaald. 

Daartoe herinneren wig ons 

1®. dat volgens (VII) de bewegingsvergelijkingen kunnen geschre- 
ven worden 

jT T- TT dq ^-S" dp 'dH 

waann ^ = ^7' 

S**. dat, volgens (6) de betrekkingen bestaan 

dr w 

8*". dat de functie T, opgelost uit (VIII), zal bevatten de »»+l ver- 
anderlijken t,qi,g^,,,. benevens m willekeurige standvastigen, die 
wij Ci,c„...c^ zullen noemen. Want volgens de theorie der par- 
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tieële differentiaalyergeli^kingen bevat de volledige oplossing na integratie 
zoovele stand vastigen als veranderlijken, die in de vergelijking voorko- 
men; de standvastige, die b\j den tijd behoort, stellen w^ buiten het 
functieteeken, zoodat de volledige oplossing zal zijn van den vorm 

^=/(^ iiii'"9m,c,ei ...c„,)+C, . . . . (9) 

Differentieëren wig nu de verg. (VIII) partieel, naar elk der stand- 
vastigen c. Hierbij moeten wijj in het oog houden, dat ff eene 
functie is van 

^ _ dr sr. 

zoodat de standvastige, waarnaar gedifferentieerd wordt, slechts in 
de veranderlijken f voorkomt. 
Dus wordt 

maar volgens (6)j> = — zqnde, geeft dit 

a»r d*r ag , w dg ■ _ÜZL^j?"=o 



evenzoo 



a*r . s»r ^g . a^r ^g _ÜZL^^ — o 



dg 

Hieruit zouden de m grootheden ■^— kunnen opgelost worden, 

dp 

want de vergel^kingen zijn lineair en voldoende in aantal; stelde 

do 
men deze volgens (Vu) = tt» dan zouden de bewegingsvergelij- 
kingen ontstaan. Brengt men echter onmiddellijk deze waarde in de 
bovenstaande vergel^'kingen over, dan geven zij 

it "^ ^q^ dt'^ dj, dt^'"'^ dj„ dt~ ' 
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en hieruit volgt in verband met (9) 

dr 9r dr 

waarin y, yj,...»* nieuwe standvastigen voorstellen. Jhze vergelij- 
kingen (IX) zullen de oplossingen zijn der differentiaal vergelyki^^n 
van het mechanische vraagstuk; zoodat wanneer slechts de karakteris- 
tieke fiuietie volledig bekend is, daaruit deze oplossing door enkel 
differentieeren naar de standvastigen voortvloeit. 

In de tweede plaats differentieeren wij de vergelijking (YIU) par- 
tieel naar ö'i» ïa» • • • fi'«> ^*° ^^^ 



maar volgens (VII) is 

dp dt' 'èq dt^ 

dit geeft ook volgens (6) 

B^^i ~'"S(?idji dt ~'~öjiö?i dt ??|ö?m dt di 

of 



AEÜJ . -iSii ill j_ -^ULill A. 
gerende rf (aö") ~^P^> 

ar az 



?^ = o 



17» 

hetgeen met (6) volkomeD orereenstemt, zoodat kiemMde aaa 'de 
rogemkingen (VII) woidt roldaan. Derhalve zallen de Teigd^jkiagw 

377~37T' 5^"»7;' ^^~^ïJ ' ' ^ ' 

de m eerste integraalTergelijkingen yan het mechanische vraagstuk 
opleveren. 

Op deze wijze blijkt, hoe de volledige oplossing in de karakteristieke 
functie V is opgesloten. Is zij eenmaal bepaald, en uitgedrukt, be- 
halve in den tijd in de m veranderlijken q, en in evenveel standvas- 
tigen, dan zal het differentieeren naar deze standvastigen de oplos- 
singen en het differentieeren naar de verandelijken de eerste 
integralen opleveren. 

De invoering dezer functie door Hamilton heeft dus het voor- 
deel, de geheele moeilijkheid der oplossing te verplaatsen naar eene 
enkele partieele differentiaalvergelijking van de eerste orde. Mocht 
deze kunnen opgelost worden, dan zal door louter differentieeren 
alles gevonden worden, wat op het vraagstuk betrekking heeft. Hoe 
fraai deze theorie ook zijn moge, gevoelt men terstond, dat s^ de 
moeilijkheden meer verplaatst dan oplost; in ge^i geval km de 
karakteristieke functie bepaald worden, waarin men niet langs een 
anderen weg tot de oplossing kan komen. Het opstellen der par-' 
tieële differentiaalvergelijking, die de ftinctie bepaalt, is in dm. 
regel niet moeilijk, maar het integreren omvat alle bezwarmi, <lie 
aan het behandelen van gewone differemtiaalvergelijkingen s^^a ver- 
bonden. Uit het volgende zal dit nader blijken. 

IV. 

De korte afleiding, die in het voorgaande van de verschiUende 
vormen is gegeven, waaronder de differentiaalvergelijkingen kunnen 
worden gebracht, deed ons zien, dat zij ook gelden, wanneer detyd 
in de verbindingsvoorwaarden van het stelsd voorkomt; hoewel z^ 
in den regel slechts worden toegepast, waar dit niet het geval ijsu 
Behalve van de bewegingsvergelijkingen van Lagaangb is dit pok 
het geval met de charakteristieke functie van Hamilton, die xd& 
door dezen geleerde sleobts in deze onderstelling is gebezigd; terwi^ 
eerst Jaoobi hare toepassing over het ruimere geval heeft uitgebreid.; 
doch ook daar wordt geen enkel voorbeeld gegeven, en z^'n alle toe- 
passingen, die van het gewichtig beginsel worden gemaakt, ontleend 
aan atelseLi, waar de tyd niet explicite in de YOorwiuiEdeA^iirlKwe- 
ging voorkomt. 
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Ook de heer Gbinwis heeft in eene korte verhandeling getiteld: 
Over eene eenvoudige bepaling der karakterisHeke Junctie *) eenige 
uitkomsten yan zijn onderzoek over dit onderwerp meegedeeld. Daar 
ik mij echter met zijne beschouwingswijze niet kan vereenigen en 
aan eene andere de voorkeur geef, mag ik niet nalaten in eenige 
bijzonderheden omtrent dit opstel te treden. 

Ten eerste doet de heer Gbinwis afstand van de algemeenheid 
der functie door uitsluitend te letten op de omstandigheid, dat het 
beginsel der levendige kracht geldt, zoodat 

en de karakteristieke functie deze veel eenvoudiger gedaante aan- 
neemt (zie verg. 2), 



Jfo 



Nu tracht de heer Gbinwis in drie vraagstukken deze functie F 
te bepalen zonder zijne toevlucht te nemen tot de partieële differentiaal- 
vergelijking CVIII) , waaruit zij moet afgeleid worden. Ware dit in het 
algemeen mogelijk , dan zou zeker groot voordeel zijn verkregen , omdat 
het moeilijkste deel der bewerking vermeden wordt. Nu vindt de heer 
Gbinwis wel is waar in de drie vraagstukken , die hij beschouwt , 
op eenvoudige wijjze de bedoelde functie, doch telkens door zooveel 
van het vraagstuk als bekend te onderstellen, dat de volledige 
oplossing er in opgesloten ligt. 

In het eerste vraagstuk wordt behandeld de beweging van een 
punt, waarop alleen de zwaartekracht werkt in een verticaal vlak. 
Aangenomen worden de twee onderstellingen, 1°. dat het beginsel 
der levendige kracht geldt; 2**. dat de horizontale snelheid stand- 
vastig is. Hieruit wordt de karakteristieke j^ncte afgeleid , en daaruit 
weder de eindvergelijkingen der beweging. Klaarblijkelijk is dit een 
omweg, want uit de beide genoemde onderstellingen kan onmiddellijk 
het vraagstuk met al zijne omstandigheden afgeleid worden. 

In het tweede vraagstuk wordt de beweging beschouwd van een 
stoffeügk punt om een aantrekkend middelpunt. Aangenomen werden 
de beide beginselen, 1*. dat der levendige kracht, 2'. dat der secto- 
ren. Doch ook hier kan het vraagstuk door verbinding van beide 



ï) Verdagen en Mededeelingen der Kon. Akademie van Wétenscliappen, Afdee- 
ling Natnnrktmde, 2de Reeks, Deel XIII. 
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onderstellingen onmiddellijk yolledig worden opgelost. Zoo leidt de 
heer Grinwis uit zijne oplossing nogmaals het beginsel der perken 
af, dat reeds als onderstelling was aangenomen. 

In het derde en laatste geyal yindt men nogmaals hetzelfde. Hier 
wordt de beweging yan een zwaar punt op het oppervlak van een 
bol bepaald, maar ter bepaling der functie, behalre het beginsel der 
lerendige kracht, eene der bewegingsvergelijkingen van Lagrange te 
hulp geroepen; terwijl ook hier uit deze verbinding zonder eenige 
andere hulp het vraagstuk kan opgelost worden. 

Blijkbaar heeft dus de heer G.tiNWis voorbijgezien, dat de karak- 
teristieke functie niet is doel, maar slechts hulpmiddel tot op- 
lossing. Ten einde dit nader en volledig aan te toonen, zullen 
wij kortelijk dezelfde drie gevallen van den heer Grinwis behan- 
delen, maar thans door uitsluitend van de karakteristieke functie en 
hare bepaling uit de partieële differentiaalvergelijking 

gebruik te maken. 

1« Vraagstuk. Het punt beweegt zich vrij in een verticaal vlak 
onder de werking der zwaartekracht. Hier is 

TJ—mgy; 

Bi , Br 

;„ = _ = «^=_; 
zoodat de differentiaalvergelijking wordt 

l-^+*-[(^:)■+Q']--=«• 

Daar de t^'d hier niet explicite voorkomt, is 

Stellende verder ter oplossing der partieële differentiaalvergelijking 

wordt V^=sC^x, dVy^= yjmgy— \mC\^ — ^i ^y, 

13 
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gevende V^=^ C^ Sf -\-fdy \/ m^y — ^i»Cj* — (7, , 
of na integratie 

ömff 
zynde de karakteristieke functie; waaruit thans alle omstandigheden 
der beweging kunnen afgeleid worden, zooals door den heer Grinwis is 
aangewezen» zoodat w^' dit hier, om noodelooze herhaling te yermij- 
den, achterwege zullen laten. 

2^ Vraagstuk. De vrije centrale beweging van een punt. Voeren 
w^' de poolcoördinaten r en d in, en zij U = F(r) dekrachtfunctie, 
dan is 



Pl = 


DL 
'-dr'' 


= r'. 


Pi = 




= r» 


i'. 


ir' 


-r'. 




= r» tf'. 


6' = 


1 
~r* 





De karakteristieke vergelijking wordt dus 

^^^-*[(^^)■+^CTT]— ». 

gevende 9 omdat t niet explicite voorkomt, 
Om aan deze partieële differentiaalvergelijking te voldoen , stellen wij 

Zr* Uê) ~2r»' 

gerende ^=1/2 Ï7+2 C-*-V, ^^ 

or V r* 

dn» rj=<j, tf. 



u-^'" 



Vr=Jdr^iU-\-2C-^-lL, 



F= c, 6 +idr\J 2 Ü-+ 2 C— ^ j 
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zijnde de karakteristieke functie, in algemeener vorm dan zij bij 
den heer Grinwis voorkomt. De verdere oplossing zullen wij als vol- 
doende bekend achterwege laten; slechts zullen wij even nagaan, hoe 
de beide beginselen , waarvan wij thans geen gebruik hebben gemaakt, 
onmiddeUijk hieruit voortvloeien. 

Uit de particuliere oplossing der differentiaalvergelijking 

Tolgt L~U=C, 

of Z=U-\-C, 

zijnde het beginsel der levendige kracht. 

De yergelijking yoor de snelheid van het punt ontstaat door F 
naar de coördinaten te differentieeren. Nu is 



^^=^:-v/-+--^- 



en :^ ==r^ -^-=^2; 



'èê ~^ di 

de laatste vergelijking sluit het theorema der sectoren in zich, de 
eerste geeft de snelheid van het punt langs den voerstraal, 

3« Vraagstuk. De beweging van een zwaar punt op het opper- 
vlak van een bol. 

Zij r de straal, d en 4^ de bekende coördinaten op den bol, dan is 

derhalve J^ === ^ « j' 4^, = ^* <P' Co9^6, 

1 dV 1 dV 

gerende «' = -,5^, ^'=,-r^^^5^' 

De differentiaalvergelgking voor F wordt nu 

gevende als voren ST ^^ ^" 

13* 
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waaraan roldaan wordt door te stellen 

geyendc F, =-C, <Ji, 



Vi^jdiyJ -^^-\-igr*8mi-C„ 



en 



r= (?, <p -\-jd6 \J - ^^ 4- ^<fr' Smê - C, , 



overeenkomende met de door den heer Gbinwis onder (8) gevonden 
karakteristieke functie. De heer Grinwis voegt hierbij, dat deze 
int^;raal benevens die, welke hieruit voor de bewegingsvergeüjjkingen 
worden afgeleid, in het algemeen niet onder eindigen vorm kunnen 
worden voorgesteld; maai dit is blijkbaar eene vergissing. Uit de 
laatste vergel^king kan toch op zeer eenvoudige wijze de'geheele 
theorie van de beweging van een punt op het oppervlak van een 
bol worden afgeleid, en alle uitkomsten op fraaie wijze door ellip- 
tische fdnctiën worden vooi^esteld. Doch deze zaak is te algemeen 
bekend, om hier nogmaals behandeld te worden. Die volledige 
oplossing kan men vinden zoowel in Schell's Leerboek der Mechanica 
als in Durege's Theorie der EüipHschen Functione». 

Uit de aangehaalde voorbeelden bl^kt, welke rol de karakteristieke 
functie en hare afleiding uit eene partieele differentiaalvergelijjking in 
de mechanische vraagstukken vervult. Zij heefi; geene andere betee- 
kenis dan die van een hulpmiddel ter oplossing. Het middel is zoo 
algemeen, dat geen ander behoeft gebruikt te worden om de vol- 
ledige oplossing te verkrijgen; maar, zooals wij hierboven reeds 
opmerkten, is het slechts te gebruiken, wanneer de oplossing ook 
langs anderen weg kan verkregen worden. De boven gegeven voor- 
beelden hebben slechts betrekkel^'ke waarde, want in elk der drie 
behandelde gevallen kan de oplossing buiten alle samengestelde be- 
wegingsvergelijjkingen uit de eerste grondvergelijkingen verkregen wor- 
den. Toch valt niet te ontkennen» dat de behandeling door middel 
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van de karakteristieke fdnctie eene algemeenheid en kortheid bezit, 
die langs geen anderen weg zijn te Terkrijjgen. 

Doch wij keeren hiermede tot ons eigenlijke onderwerp terug, en 
zullen nu slechts zoodanige gevallen behandelen, waarbQ de tijd in 
de voorwaarden der beweging rechtstreeks voorkomt. 



Aan de partieele differentiaalvergelijking 

die ter bepaling van de karakteristieke functie V dient, zal alt^d 
voldaan worden door V=, C, wanneer fle tijd niet expliciet in L 
en TJ voorkomt, dat wil zeggen, wanneer het beginsel der levendige 
kracht geldt. Maar is dit niet het geval, dan zal t rechtstreeks in 
Z of [7 of in beiden voorkomen, zoodat de particuliere oplossing 
V-=.C niet meer aan de vergelijking zal voldoen. Bij zoodanige 
vraagstukken, waar de verbindingen van den tijd afhangen, kan t 
zoowel in Z als 6^ voorkomen, zoodat a priori geene particuliere 
oplossing der differentiaalvergelijking is aan te wijzen. Tracht men 
bij zoodanige vraagstukken de onafhankelijke coördinaten op te 
sporen, dan zullen deze rechtstreeks ook van den tijd afhangen, en 
hierdoor komt het, dat t rechtstreeks zoowel in Z als IJ kan op- 
treden. Is dit het geval, dan zal Z niet meer eene homogeene 
functie yan de grootheden t[ zijn, zoodat ook de vei^lijjking 

verralt, en daarmede de bovengenoemde vorm der differentiaalverge* 
lijking. In dat geval moeten wij terugkeeren tot den vorm 

|y + J^=0, (2) 

watón 2^=Xj/?— (Z+U) (8) 

Bijj de afleiding van Jacobi is dus wel degelijk gebruik gemaakt 
van de onderstelling, dat de t^'d niet in de gegevens voorkomt, 
zoodat de uitkomst niet zoo algemeen is, als daarbij wordt vermeld. 

Ter opheldering zullen wij een paar eenvoudige gevallen behan- 
delen , waar de tijd in de verbindingen voorkomt ; wij kiezen daartoe 
dezelfde gevallen, die volgens onze inleiding reeds vroeger langs den 
gewonen weg door Bebnoulli, Euleb, Ampebe zijn behandeld. 
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1^. Een punt is gedwongen zich te bewegen op eene rechte lijn, 
die in een plat vlak eene gegeyen wenteling om een yan hare punten 
bezit. 

Zijj d de hoek yan wenteling der lijn, dan is gegeyen 

en zij T de afstand yan het punt tot het draaipunt. De massa yan 
het punt kan yeilig weggelaten worden, zoodat de leyendige kracht 
yan het punt is 

■^=^«'' ^iL»-" +»■' n = K'" + 'V (")•]. 

Hier blijkt, hoe L niet aUeen rechtstreeks yan den tijd afhangt, 
maar teyens geene gelijkjlachtige functie van de afgeleiden der 
coördinaten is. 

Ook de krachtfunctie TJ zal hier als functie van r en d den tijd 
bevatten. 

Nu is q — f, q =r, P=^, =r = .—; 

or or 

dus wordt in (3) 

zoodat de partieele differentiaalvergelijking (1) overgaat in 

^+é(|f)*-4'-V'(0'-t7=o.....(4) 

waaruit nu F als ftinctie van r en ^ moet worden opgelost. Na 
oplossing zal F den vorm hebben 

F^f{rtc,)+C,', 

de oplossing van het vraagstuk zal gelegen zijn in de vergelijking 

-^F 

de, 

en de snelheid langs de rechte lijn worden bepaald uit 

}ir~ dt' 

zoodat hiermede de oplossing volkomen is. 

Onderstellen wij in de eerste plaats, dat geene uitwendige krachten 
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op het punt werken, b. y. wanneer de beweging der rechte i^n in 
een horizontaal vlak plaats heeft, zoodat U^O; en nemen wig daarb^ 
aan , dat de wentelende beweging der rechte lijn eenparig is, Koodat 
^:=z»t; dan wordt de yergel^king (4) 

Om deze op te lossen stellen wij 

waaruit volgt 

V^^ — ct + fyJx^r^+Zedr, 

zijnde de karakteristieke functie voor dit geval. 
Voor de oplossing van het vraagstuk volgt nu 

IV ^ _ ^ , r dr ^ ^ 

of t + y= f-^L^ = r^(«'"+ \'»*r\-\-ie), 
J yj«*r*-\-ic » 

waaruit bij omkeering Tolgt 

of, twee nieuwe standvastigen invo^ende, 

zijnde de volledige oplossing van het vraagstuk. 

De snelheid van het punt langs de l^n vindt men zoowel hieruit , 
als uit 

2^. Een zwaar punt is gedwongen zich te bewegen op eene rechte 
lijn, die een kegel vlak beschrijft, dat van omwenteling is om de 
verticaal. 

Zij de verticaal de as van Z, positief naar boven genomen, dan is 

Noemen wij a den halven tophoek van het kegelvlak, en bepalen 
w\j den hoek ^ zoodanig, dat 
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waarbij r den afstand van het punt tot den top voorstelt; dan is 
^ de hoek tusschen de projectie van den voerstraal en de as 2; in 
het horizontale vlak. Volgens de voorwaarde van het vraagstuk is 

waarbij « standvastig. 

De snelheid van het punt wordt nu, uitgedrukt in de coördinaten 
T en (^, 

"=(f<)'+''(S)'*-= 

= /» + /•» «25^805, 
gevende TJ = — g r Cos » , 

= \r'^ — \r^ (d^ 8%1/fi (X. -^ gr Co9»\ 
waardoor de partieele difEerentiaalvergelyking overgaat in 

Voor de integratie stellen wij 

ot \ o f / 

gevende 

zijnde de karakteristieke functie. 

Door te differentieëren naar C^ vinden wij hieruit voor de oplossing 

J \Jr^cü^Sin^a^--'2grCosx-\-Zci 
en door te differentieëren naar r voor de eerste integraal 

^r , dr 

- = ^r^u^Sin^» — 2,grCo80i+2,Ci=-T\, 
or at 

gevende dezelfde integraal voor t 

Ten einde deze gemakkeKjker uit te werken, voeren wij eene nieuwe 

veranderlijke r^ in, bepaald door 

fj = r 00 Sin» — ^-— ; — , 
00 Sm» 

dan wordt 



1 r _dr_ 
'uSinxJ yj'^Tï 



+ c 



OU Sm» 
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geyende b\j omkeering en door inToering Tan twee nieuwe standvas- 
ttgen ter Tenranging ran de bestaanden, 

en ^ = «5«i«(Ctf***^""^C^--'*^^«). 

at 

Deze beide yergelijjkingen bevatten weder de volledige oplossing 
van het vraagstuk. Be beide standvastigen worden door de initiale 
omstandigheden bepaald. In dit vraagstuk zijn verschillende merk- 
waardige gevallen opgesloten, die echter op voldoende w\jze in de 
Froblèmes van Julliem, II, blz. 7, zijn uiteenge.zet, waarheen wij 
dus voor de verdere behandeling verwijzen. 

Ook de gevallen, waarin, in plaats van de zwaartekracht, eene cen- 
trale kracht naar het middelpunt van wenteling werkt, kunnen ge- 
makkelijk langs dezen weg opgelost worden. 

3^ Een cirkel draait om een van zijne punten in z^n vlak met 
eene eenparige beweging. Men vraagt de beweging van een punt te 
bepalen, dat op dien cirkel moet blijven, en oorspronkelijk zonder 
snelheid aan het uiteinde der middellijn van het vaste punt was ge- 
plaatst (JüLLiBN, ProhÜmea II, Section I, 6). 

Zij O (figuur 1) het vaste punt, waarom de cirkel draait, 0^ de 
middellijn van dit punt, die den hoek » met de as o; maakt; om- 
dat de wenteling van den cirkel eenparig is, kan 

X =^ out 
gesteld worden, waarin « standvastig is. 

Zij 6 de hoek, dien de voerstraal van het punt P met de middell^n 
O A maakt, en r de straal des cirkels, dan is 

X = ^rCoêt • Coê{a t—6), y — 2rCas6 . Sin {co t — 6). 
Nu wordt 6 de eenige coördinaat van het bewegende punt, die in 
functie van den t^d moet uitgedrukt worden. Daartoe is 

^ = 2f \^8in{oii'-%è) — odCoê6.8in{cat'-6)\t 
at V. dt J 



gevende 



t,» = 4r8[(^y + «»Cö#«tf— 2«^G?*8öl. 
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Voor de karakteriBtieke vergelijking is nu 

? = ^?' = ^ = Ö', L = ^v^, 

gevende 

Hieruit volgt ter bepaling van F, door eliminatie van 6', 

Voor de oplossing dezer partieele differentiaalvergelijking stellen wij 

dr 

gevende 






Derhalve 



zijnde de karakteristieke functie voor dit vraagstuk. 

Ten einde hieruit op eenvoud^e wijze de oplossing af te leiden, 
differentieeren wij naar d. Dan wordt 

rdi 



= 4r^(|?-.G,,^^), 



d6 



of ^ = q: V«« Coê^ê + %c. 

d t 

dh 
In het vraagstuk is gegeven , dat --- 3= a) voor d = O ; derhalve 

at 

c = 0, zoodat 

dt 
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indien wij de hoekbeweging van het punt in positieven zin stellen. 
Hieruit volgt 

. ,, 1+Sin6 

1 .— 2w« Jüi ^ — tot 

en Smê== -— - = — > 

welke vergelijking de volledige oplossing van het vraagstuk bevat. 

Voor ö = - .wordt ^=00, zoodat het draaipunt Ó voor de beweging 

een asymptotisch punt is. 

De behandelde voorbeelden zouden nog met verscheidenen van 
gelijken aard kunnen vermeerderd worden. Doch de afleiding en 
het gebruik der karakteristieke functie mogen hiermede voldoende 
toegelicht beschouwd worden, ook voor gevallen, waarbij de tijd in 
de voorwaarden van het vraagstuk is opgenomen. Slechts moet nog 
hierbij opgemerkt worden, dat in elk der bovenstaande gevallen, 
waar de karakteristieke functie de volkomen oplossing geeft, deze 
ook langs een anderen weg te verkrijgen is. 

VI. 

Gaan wij thans over tot het meer algemeene geval, dat een stof- 
felijk punt zich moet bewegen op eene lijn, die niet, zooals gewoon- 
lijk wordt aangenomen, vast is in de ruimte, maar wier parameters 
van den tijd afhangen; niet alleen ligt hierin eene eigene beweging 
der lijn opgesloten, maar ook de omstandigheid ,. dat zij tegelijkertijd 
in vorm of grootte of in beide verandert. 

In elk- geval kunnen dan de gewone rechthoekige coördinaten van 
het punt in de niimte uitgedrukt worden door eene enkele onafhan- 
kelijke coördinaat q en den tijd, zoodat wij mogen stellen 

X=A(qt), y=Mqt), z=Mqt), ...... (1) 

en het vraagstuk zal opgelost zijn, wanneer deze coördinaat q in 
den tijd is uitgedrukt. 

Om hiertoe eene eenvoudige bewegingsvergelijking te krijgen, gaan 
wij uit van den vormvan Lagrange, die in (VI) is opgesloten. Hier 
toch is, wanneer wij de massa van het bewegende punt ter zijde 
laten, 

zoodat de eenige vergelijking zal zijn 
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of lH£l_.^^==^ (2) 



zoodat wy TÖdr alles e* in jr moeten nitdnücken. 
Nu is 

di 



dx_df^ dg V, _ , »/. ^/, 
<?< "~ ^2 rf< ■'" ö< * Sy "•" 3< ' 

rf< '^ }>q df"^ }>t ^ iq '^ it ' 

^ _ »A1? . ^ =0' ^ _i. ^A- 
«|< ~ dj rf< "^ d< * dy "^ d< ' 

•■=^'[C4-)'+C4')'+C^)> 

"•" * L»? S« "•" »? d< ^2 c><J 

+ [(^0+fê)+(^')1- 

Hierdoor wordt 

^-■[(^)'+(^)'+C4)]"+ 

Ldj it '^ iq it "^ iq it J^ 

iq dt '^ iq dt '^ iq dt ' 
Derfaalre 

d Ht>* _ /a/, d*A I V« d*/, iA d*A\ . 

rf^ ??' ~ \ »? rf<» "^ iq df* ■•" dj rf<» / ^ 

^Vl ,»A .^ 

,(dA'* ij , rf// dg «f//^g\ 
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iq * liq 7)q* ^ dq iq* ^ dq dj»J ^ 

+ « ldtT^* + it Dq* + it dj» J ^ 

, y pA ^y. , ^/» ^Va , V» ^V,"| ■ 
"'"* {.iq iqit^ iq iqit'^ iq dgdd ^ 

+ r^ !Vl 4.^/» ü/« . ^» !LA1 == 
"^ Ld< d^dj"^ it itiq'^ it itiq} 

— * \_iq* it "•" dj* rf< "*" V 17j "*" 

"^ \j»qit dt "^iqit dt "^ iqit dt\ 

_dA ^g I dA »g , ^ ^ 
Deze geeft door substitutie in (%) 

^j dr '^T^IW^T^^IF' — ^' • • • w 

zijnde de gerraagde bewegingsyergel^'ldng , door loiddel waarTan q 
in functie ran t moet uitgedrukt worden. Zij is ran de tweede 
orde, hetgeen geene verwondering kan baren, omdat het beginsel 
der levendige kracht niet geldt, en dus vooruit geene eerste integraal 
kan gevonden worden. 

De moeilijkheid van elk vraagstuk, tot deze cathegorie behoorende , ligt 
dus in de oplossing der bovenstaande differentiaalvergelijking; mocht 
deze gelukken, dan geeft het vraagstuk geene verdere moeilijkheden. 

Onderzoeken w^ thans de beweging van een punt, dat gedwongen 
is te blijven op eene vlakke kromme lijn, die om eene in het vlak 
der lijn gelegen as wentelt. 

Nemen wij de as tot ;?-as, en zij de vergel^king der Ijjn in haar 
vlak zszf{r)i verder «'de hoek, dien het vlak met een vast^ stand, 
waarin de or-as is gelegen, maakt; dan kunnen w^* stellen 

Hier is a eene gegeven functie van den tijd, en moet r in functie 
van t worden uitgedrukt. Dus is thans r de eenige coördinaat f, 
gevende 
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at dt dl dr 

dl dt dt dr 

df^^dfdr^ lA_lf^ 

dt drdt' dr ~dr' 

d^fi d^T ^ cidrd»^. ^ (da\^ d^» c.* 

-7^ = ^71 Cos» — 2 ■j- — 8mx'^rCoêxl—) —r—-8inx, 
dt* dt* dt dt \dt/ dt* 

dV% d*r^. . ^drdx^ ^. /dxY d*x ^ 

dV,^d*rdf d*f/dry 
dt* dt* dr "^ dr* \dt) ' 



Door substitutie in (3) wordt de bewegingsyergelijking 

dj_ 
dt* 



^L +U/ J^\Tt) dF*d-r-'[dt) ~57' (^^ 

Daar ƒ eene gegeven functie is van r, x van t, en U van de coör- 
dinaten, dus ook van ren ^, is (4) eene differentiaalvergelijking van 
de tweede orde tusschen deze beide veranderlijken, die na integratie 
r in functie van t geeffc, en zoo de volledige oplossing bevat. 

De beide eerste termen vormen na vermenigvuldiging met dr een 
volkomen differentiaalquotient en wel van 

zignde het halve vierkant der snelheid langs de kromme lijn; wan- 
neer dus de beide andere termen t niet bevatten, kan terstond eene 
eerste integraal gevonden worden. Dit zal het geval zijn, indien de 

wentelende beweging der lyn eenparig is, waarby ~ de standvastige 

hoeksaelheid u voorstelt, en de kraohtfiinotie niet van t, dus alleen 
van r, afhangt. 
In dit gevai geeft de vergelgking (4) door integratie 

(r:)'['+0']="'''+»^+^- •■•.(») 

[ welke rergelyking voor « ^s O in de gewone bew^ingsvergelijking 
van een punt op eene vaste kromme lign overgaat, zoo als behoort. 
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Werkt op het punt slechts de zwaartekracht in de richting der as, 
dan wordt Uzzz^-gz ^^z-^gfir^ en (6) gaat over in 

Nemen wij als voorbeeld den cirkel , wenteliende om eene vertioale 
middellijn, zynde de gewone slingerbeweging voor het geval, dat het 
slingervlak eene wenteling heeft om de verticale middellijn. 

Voor de vergelijking (6) schrijven wij thans 

l>*=(ü*/->-2^;?+(7, (7) 

waarin nu v de snelheid van het punt langs de kromme lyn voorstelt. 
Als oorsprong nemen wij het laagste punt van den cirkel, zoodat 
zijne vergelijking wordt, de straal R zijnde, 

gevende t?* =-«2^* + 2 5r(«>i?-^)+ C, (8) 

waarin C = «?„* + «»;?o* -22^0 («>i2— ^), (9) 

wanneer «?o> ^0 ^^ initiale plaats en snelheid van het bewegende 
punt voorstellen. 

Bij deze slingerbeweging hebben dezelfde drie gevallen plaats als 
bij den gewonen slinger. Noemen wij namelijk t?, de snelheid in 
het laagste punt des cirkels, dan is 

»i* = e, (10) 

en »*=; — «*2r*-|.2j?(«*i2— ^)-f t?,^. 

Hierin zal t? = O worden voor 



.,> 



Al naarmate z^ = 2i2, zal het bewegend punt v6ór het hoogste 

punt der baan terugkeeren, juist tot dit punt kunnen komen, of er 
overheen gaan. Het geval = 2 12 



of v^^ — A^Rg (11) 

Deze snelheid t^i is gel^k aan die, welke aan het punt in het on- 
derste punt des cirkels moet meegedeeld worden, opdat het ^oügeas 
de verticaal juist tot het bovenste punt zal stijgen; en hieruit 
volgt» dat de onderscheiding der drie gevallen overeenstemt met die 
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yan den gewonen slinger, zoodat de wenteling van het vlak hierop geen 
invloed heeft. Deze invloed reroorzaakt eehter andere gevallen dan 
bij den gewonen slinger, die derhalve hier nader moeten onderzocht 
worden. 

Keeren wij daartoe tot vergelijking (8) terug, en geven aan C de 
waarde uit (9), dan wordt 

!?«=-«« 0»+2;f(«»iZ-^)+«*;Sr^»-2sr,(«»iJ-^) + t?o«. (12) 

De discriminant van het tweede lid, beschouwd als eene functie 
van z^ is 

en deze- uitdrukking steeds positief zijnde, zal v^ voor twee be- 
staanbare waarden van z nul worden; noemende deze z^ en ^r, , 
waarbij Zy>z^ genomen wordt, kan voor (12) geschreven worden 

f>^=oi^{z^'^z){z'-z^) (13) 

Ter bepaling van z^ en z^ hebben wij de beide vergelijkingen 



+ ;.,=2i2-y (14) 



a 



;.,.,=-«,» + 2*. (ü--^)-^ (16) 

Voor ons vraagstuk zijn slechts die waarden bruikbaar, welke posi- 
tief en kleiner dan 2i2 zijn. Daar volgens (14) de som der wortels 
kleiner dan 2 i2 is , kunnen geene twee waarden voldoen, ingeval het 
bewegende punt over het hoogste punt des cirkels heengaat, of dit 
bereikt. Slechts in het geval der gewone schommelingen kunnen op 
den cirkel twee punten aangewezen worden, waar de snelheid nul is. 

Daartoe is noodig «*> € en vervolgens z^<2R f, 

zoodat het punt, waar de snelheid nul wordt, aan deze voorwaarde 
moej; voldoen. Onder deze omstandigheden zal het bewegende punt 
tusschen de beide z^ en z^ aan dezelfde zijde der verticaal schom- 
melen, zonder het hoogste of laagste punt des cirkels te bereiken. 

Voor Zi^=z2E Y valt het onderste keerpunt der beweging met 

het laagste punt der cirkels samen. De beide wortels zullen gelqk 

worden» indien tj^ = O , en j?^ = iZ— -^ . 



«* 
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Het bewegend punt, zonder initiale snelheid op deze plaats des 
cirkels gezet, zal er blijven , als ware het een yast punt. De ver- 
klaring van dit verschijnsel is niet moeilijk. In dit punt toch is 
blijkbaar de component der middelpuntvliedende kracht langs de 
raaklijn gelijk aan die der zwaartekracht; zoodat het punt, hier ge- 
plaatst geene snelheid, of versnelling bezit, en dus geene beweging 
zal aannemen. 

De periode der beweging wordt als volgt afgeleid. Volgens de 
vergelijking des cirkels is 



\dt) \dt) 2Bz'- 

(13) 

\dt) =;R-2(^^^-^*)(^i-^)(^-^0' 



derhalve volgens (13) 



gevende 

^i= — , , (17) 

waaruit voor elk geval het verband tusschen weg en tijd door middel 
eener elliptische functie kan afgeleid worden. 

De gevallen, die zich kunnen voordoen, zijn de volgende. 

1^ Het punt gaat voorbij het hoogste punt des cirkels en heeft 
eene doorloopende beweging steeds in denzelfden zin; 

2®. het punt kan juist het hoogste punt des cirkels bereiken; 

3°. het punt heeft eene schommelende beweging om het laagste 
punt des cirkels; 

4'. het punt heeft eene schommelende beweging aan dezelfde zijde 
der verticaal, zonder ooit het hoogste of laagste punt des cirkels te 
bereiken. 

In het eerste geval is z^>2R, z^^O; de snelheid heeft steeds 
hetzelfde teeken en wordt nooit nul. In het laagste punt des cirkels 
is zy yj Cy in het hoogste \l C—^Rgi deze beide waarden zijn dus 
onafhankelijk van de wenteling des cirkels, zooals zich licht laat ver- 
klaren. Doch het maximum der snelheid is thans niet in het laagste 
punt. Uit vergelijking (8) volgt, dat de grootste snelheid overeen- 
stemt met 



gevende o, =1/ C+wM J2— -^ j ■ 



14 
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Dit punt yalt samen met het hierdoor bepaalde, waar de compo- 
nent der middelpuntyliedende kracht in de richting der raaklijn 
gelijk is aan die der zwaartekracht; door de symmetrie der beweging 
zijn thans twee zoodanige punten op den cirkel aan te wijzen. In 
lig. 2 kan de verandering der snelheid gevolgd worden. Zij A het 
laagste» B het hoogste punt des cirkels, Gen C de punten, waarvoor 

zoodat zij steeds op de onderste helft zijn gelegen. 
Voor de snelheid in een willekeurig punt kan ook geschreven worden 

zoodat zij gelijke waarde verkrijgt op gelijken verticalen afstand van 
de punten C. Neemt men dus de punten D en D' zoodanig op 
den cirkel, dat M F = M E , dan is de snelheid in deze punten gelijk 
aan die in A. De grootste snelheid is dus in het punt C; dan 
neemt de snelheid af tot in A; vervolgens weer toe tot in C'; nu 
weer af tot in D', waar zij gelijk aan die in A is; z^ blijft; afnemen 
tot B, waar z^* hare kleinste waarde verkrijgt; nu neemt zij weer 
toe overD tot in C; waar zij weer het grootst is; en zoo vervolgens 
in periodieke beweging. 

Om het verband tusscheu weg en t\jd te bepalen, keeren wij tot 
vergelijking (17) terug. Daar 2?^ <0 is, zullen wij het teeken van 
dezen wortel omkeeren; dan zitjn de vier wortels van de uitdrukking 
onder het wortelteeken in volgorde 

De waarde van z ligt in het tweede interval, omdat 

2B>e>0. 
Voor de heiieiding tot eene elliptische integraal stellen wij ^) 
— ^EziSin^0 

gevende dt:= ■ ■■il — — -■ . 

1) Zie b. V. DuBÈOE, Theorie der eüiptuchen Fnnotknen, | 22. 
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Tellen wij den tijd Tan het oogenblik, dat het punt door A gaat, 
dan is voor ^=0, = 0, <|)=:0, zoodat 



R 2 



« \lz,{^R^z^) 



jo A^' 



\lz^(^R^z^)bit 

en $=«/» — — z=.amAt, 

Vi Jt 

yJzi(2R + z^) (ü 
waann A = \ t, 

is gesteld; gevende 

%Rz^^n^ amAt 

^ *"" 2R'\-z^-'2>RSin^amAt' 

waardoor de plaats van het bewegend punt op den cirkel in den 
tijd is uitgedrukt. 

Voor = 212 wordt <p=z-; de tijd eener geheele wenteling 

wordt das 

~ 63 yJz,{2R + z^)j9 ói(p~ A' 
zoodat A weder kan geëlimineerd worden door te stellen 

waarmede dit geval volledig is opgelost. 
Voor het tweede der bovengenoemde gevallen wordt 0, = 2J?, 

^^ 
gevende 0, = ^ • 

De formule voor de snelheid gaat over in 

Ook hier is, in de onderstelling m^ > -^ , de snelheid een maximum 

R 

in het punt <7, gelgk ^yj R^ in het laagste punt, en nul in het hoogste. 

Vergelijking (17) geeft thans 

jB _ dz 



" (212-0)^0(0+^) 

waarvan de integraal gemakkelijk in eene logarithmische functie kan 
uitgedrukt worden. Dit is echter niet noodig om de voornaamste 

14* 
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eigenschap af te leiden. Daar z steeds positief tusschen de grenzen 
O en 2i2 blijft, kan men eene midden waarde aannemen en stellen 



jB C dz 
— tZM I -— - 
u J 2R-2 



?Ml. ^ 



-z u 2R—Z 

Hieruit blijkt dat ^ = 00 wordt voor ^r = 2i2, zoodat even als 
bij den gewonen slinger het hoogste punt des cirkels asymptotisch is. 

Voor het derde bewegiugsgeval is z^<,2R maar 2:j <0. De be- 
weging is de gewone schommelende, waarvan z^ de amplitudo aan- 
wijst. Echter is 



?,>! 



(-f^) 



zoodat het hoogste punt der baan boven C ligt, waar het maximum 
der snelheid plaats heeft. 
In vergelijking (17) is de volgorde der wortels thans 

2i2>;gr,>0>-^j, 

waardoor de herleiding tot eene elliptische integraal eenige wijziging 
ondervindt. 

Thans stellen wij namelyk 

ZiZ^Sin^(p 

- ZRiz, + z,)^ ' 

i2 2 d(p 
gevende dt=z — 



waann 
is gesteld. 



« ^2R{zi'\'Zi) }Jl-k^Sin^(p' 

z^z^Sin^ amJBt 

Zi-^z^ — ZiSin^amJBt 

^_ ^2R(z^+z,) co 
2 R 



Voor <pz=:0 wordt z s=:0, voor =r - , zz:^ z^; de periode 



is dus 



j.-^ 4jr 


2X 


« V2JÏK+^,) 


~ jB 


of -5=2,' 




waarmede de oploBsing weder volledig is. 





(18) 
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Het vierde geval komt bij den gewonen slinger niet voor, en 
verdient derhalve nadere overweging. Hier zijn de beide wortels 
positief, zoodat de volgorde is 

en ^i>2f>i8fj. 

Ook de som der wortels positief zijnde, isiJ>— of«*>-f, 

«' 'IC 

zoodat het punt C, waar bet maximum der snelheid plaats heeft, steeds 
aanwezig is, en, volgens (14) op de verticaal gemeten, midden tusschen 
de wortels is gelegen. Nemen wg dus (liguur 3) C'P' = C'Q', 
dan kunnen P en Q als de uiteinden der amplitudo aangemerkt wor- 
den. De snelheid is een maximum in C, neemt ter wederzijde gelij- 
kelijk af, en wordt nul zoowel in P als Q. De schommeling heeft 
dus van P over C naar Q en omgekeerd plaats. Daar C steeds op 
de onderste helft des cirkels is gelegen, kan P met A samenvallen, 
doch nimmer Q met B. 

Om tbans de betrekking tusschen weg en tijd en hieruit de pe- 
riode af te leiden, stellen wij 



2£(^^£^ 

, _, i2 2f d<p 

gevende c?^ = - , 

waaruit volgt z :^ > ■ ^— > 

;?, Cos^amCt + z^Sin^ amCt 



indien C^ \l z,{zR-z,±i^ 

2 B 

wordt gesteld. 

Voor (^ = O is z z=iz^y voor 4> = - , z z=.z^', de periode (gere- 

2 

kend van het laagste naar het hoogste punt en omgekeerd) is dus 

T = l (19) 

en hieruit C elimineerende 



t t 

Zi Cos'^ am K - ■\- z ^ Sin^ amK - 
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door welke fraaie formule de volledige oplossing is rerkregen. De 
teller is eene standvastige, wier waarde door (16) onmiddellijk in de 
initiale grootheden is uitgedrukt. 

Door substitutie in (13) wordt ook de snelheid op symmetrische 
wijze in den t^'d uitgedrukt, aldus 

t t 

V = </iz^ ^j (0, ^z^)8inamK-,Oo8amK-^' 

Oneindig kleine schommelingen kunnen slechts plaats hebben om 
punten van standvastig evenwicht. Bij den gewonen slinger is slechts 
één zoodanig punt te vinden, namel^'k het onderste punt des cirkels; 
hier zijn er echter drie, namelijk behalve het onderste pont ook de 
punten G en G'. Zij kunnen echter niet gelijktijdig punten van 
standvastig evenwicht zijn. Wanneer toch de laatste aanwezig z^n, 
is het evenwicht in het onderste punt wankelbaar. Is derhalve 

w*<f dan geeft het onderste punt standvastig evenwicht; voor 
IC 

«* > f komen de punten G en G* hiervoor in de plaats; en voor «* = ^ 

vallen de drie punten in het onderste samen. Welke is de periode 
voor elke dezer schommelingen? Om deze te bepalen keeren wij terug 
tot vergel^king (8). Yoor de schommelingen om het onderste punt 
geeft zij, indien ;2^o de amplitude aanwijst, 

gevende voor de gevraagde periode 
T = 



/ 



R 



Voor M 1= O vindt men hieruit, zooals behoort, de periode van den 
gewonen slinger terug. Door de wenteling van den cirkel wordt de 

periode vergroot, tot zij voor u :z=. \l j^ oneindig groot wordt. In 

dit geval is het onderste punt asymptotisch. 

Om de periode in de punten C te bepalen, moeten vooraf eenige 
herleidingen volbracht worden. Brengen wij namelijk den oorsprong 
van coördinaten naar het punt G over, door te stellen 

dan wordt w* = C— w^**. 
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Oaat men van de beweging langs de verticaal op die langs de 
raaklijn in G oyer, welke een hoek met de verticaal maakt » door 
te stellen 

z:=zsfSin<p, 

waarin O)80 =: -x-=. 



u^B 



zoodat 



dan wordt t?* = C-w* z'^ (l- -^) ' 



en de periode der oneindig kleine schommelingen tot deze beweging 
behoorende, is 

7 uBtt 



T = 



V^^^ 



V«*i2*-^* 



gevende evenzoo Tz:i co voor de grens «^ = •^. Voor oneindig 

groote wenteling van den cirkel om de verticaal valt C in het uit- 
einde der horizontale middellijn, en wordt T=0 als grens, zooals 
behoort. 

De periode der oneindig kleine schommelingen kan trouwens op 
eenvoudiger wijze als grenswaarde uit het voorgaande worden afgeleid. 

Voor de schommelingen om het laagste punt moet de grens der 
periode van het derde bewegingsgeval bepaald worden. Nu geeft 

(18) voor de grens jr=-; derhalve 



hierin ;?, = O, ^Tj = 2 f-^ — JB J gesteld, geeft 






yJg-'W^R 



zooals hiervoor werd gevonden. 

Be periode der oneindig kleine schommelingen om C is de grens 
van (19) voor 9^ z=lz^. 

Ban wordt 



T=^ 



204 

TT yrB TTCOR 



^^ ,.,./», ff' V«*iJ'-^^ 



-v/^-ft 



waardoor de gevonden uitkomsten volkomen bevestigd worden. 

Het onderzoek naar de beweging van een punt op elke andere 
kromme lijn , die om eene as wentelt , kan op dezelfde wijze als voor 
den cirkel volbracht worden. Voor geene van allen is echter de ken- 
nis dier beweging van zooveel belang, zoodat wij dit onderzoek 
thans veilig achterwege kunnen laten. Slechts voor een geval wen- 
schen wij uitzondering te maken. Zooals bekend is, bezit de gewone 
cycloïde onder de werking der zwaartekracht de eigenschap van het 
tautochronismus; het is thans de vraag, of de kromme lijn bij 
eene wentelende beweging deze eigenschap behoudt, of dat zij daar- 
door verloren gaat. Om dit te onderzoeken keeren wij terug tot de 
vergelijking (?), zijnde 

Volgens de vergelijkingen der cycloïde kan men stellen, wanneer 
a de straal van den rollenden cirkel voorstelt, 

2 z=^a{l'-Co8(p), 
Verder is 

Door substitutie wordt nu 

, ^^ 2aCo8-t0d(p 

gevende dt=: ^^ ^^r- . 

\i(a'^a'^\<^\ Sin(py-2aff{l'^Co8<p) + C 

welke uitdrukking echter in geen eindigen vorm integreerbaar is. 
Blijkbaar gaat de genoemde eigenschap der cycloïde door de wente- 
ling der kromme lijn verloren. 

In de tweede plaats kan echter gevraagd worden, of de eigenschap 
van het tautochronismus met de wenteling bestaanbaar is, en zoo 
ja, welke kromme lijn haar onder deze omstandigheden bezit. Om 
dit te beantwoorden, merken wij op, dat volgens het algemeene ken- 
merk van het tautochronismus de resultante van alle krachten, die 
op het bewegend punt werken in de richting van de raaklijn, even- 
redig moet zijn aan den boog; zoodat gesteld kan worden 
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jB = - (7«, 

waarin B deze resultante, C eene standvastige, « de boog, gemeten 
van een vast punt op de lijn, voorstelt. Thans werken op het punt 
twee krachten; de eene is de zwaartekracht in de richting der ver- 
ticaal, de andere de middelpuntvliedende kracht in horizontale rich- 
ting. Dus is hier 

gevende de differentiaalvergelijking 

waarvan de integraal is 

gevende eene betrekking in eindigen vorm tusschen de coördinaten 
en den boog voor elk punt der gevraagde lijn. 

Om daaruit de vergelijking der lijn af te leiden, gaan wij te 
werk als volgt. 

dus dR\ia=L^-~ — ; 

V 2^0— «*/•' 

en C{dz^'{'dr^){2gz-b)^r^)=z,{gdz-fa^rdry, 

gevende 

zijnde eene differentiaalvergelijking van de eerste orde, die echter 
niet integreerbaar is. Zij bevat de vergelijking der gevraagde tauto- 
chroon, die voor geene verdere bepaling vatbaar is. 

LTit dit voorbeeld blijkt voldoende met hoe vele bezwaren de oplos- 
sing van vraagstukken, tot de hier behandelde klasse behoorende, ge- 
paard gaat. In den regel stuit men op onoplosbare differentiaalver- 
gelijkingen , waarvan geene integraal is te vinden , omdat het beginsel 
der levendige kracht buiten toepassing blijft. 

Ondergaat echter de kromme lijn , waarop de beweging moet plaats 
hebben, slechts eene voortgaande beweging, dan kan het vraagstuk tot 
een van eenvoudiger aard teruggebracht worden. 

Zij de voortgaande beweging bepaald door de vergelijkingen 
|=#,W, ^=F,{t), ^=F,(t), 
dan kan men door invoering van een beweegbaar coördinatenstelsel, 
waarvan de oorsprong in de voortgaande beweging deelt, stellen 
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gerende 
dt^ ^ di^ ^* ^^^' dt^ -lis ^^ ^^^' dt^ — Jt^ ^' ^^^' 

waaruit volgt , dat men , met betrekking tot het nieuwe coördinatenstel- 
sel, de beweging van het punt kan aannemen als op de onverplaats- 
bare l^n te geschieden, mits aan het punt eene kracht worde mee- 
gedeeld , die gelijk en tegengesteld is met die , welke de voortgaande 
beweging der lijn veroorzaakt of kan gedacht worden te veroorzaken. 
Eene eenparige beweging der lijjn heeft derhalve geen invloed op 
de beweging van het punt. Bezit de lijn eene rechtl^nige een- 
parig veranderlijke bew^ng, dan behoeft men slechts de stand- 
vastige versnelling in omgekeerde richting b^* die van het punt te 
voegen. 

[Wordt vervolgd.) 



BEPALING VAN DE WAARDE DER UITDRUKKING 



j d(p\/Ooê0 j 



\J C08(p 



H. J. HRANTZ. 



1. De waarde van de bepaalde integraal I d^>)Co8^\ ^ * 

kan worden gevonden op eene wijze, overeenkomende met die, welke door 

FoissoN is aangewend ter bepaling van | e"* dx. 

t/o 
Beschouwen wij hiertoe het lichaam , dat ingesloten wordt door het 
oppervlak, voortgebracht door de wenteling van de kromme Ign, 
wier vergel^king in poolcoördinaten is 

om de middellijn Okziza (figuur 1), als omwentelingsas. 

W\j nemen O tot oorsprong, de as O A als as der X, en een 
vlak door OX gaande als dat der XY aan; terwijl wij de punten P 
van het oppervlak bepalen door den voerstraal OP = r, den hoek 
XOP = ö, en den hoek YOB = tf/, dien het vlak, door OX en P 
gebracht, maakt met het vlak XOY. In die coördinaten wordt de 
inhoud van een element van het lichaam uitgedrukt door 

r^Sinhd^d'^dri 

en voor den inhoud / van dit lichaam wordt dus gevonden 

Jo Jo jo Jo 

sstV"-»' . . (1) 
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Men kan intasschen de punten P (figuur 2) van het oppervlak 
ook bepalen door den voerstraal OP = r, benevens de hoeken 
XOC z=z v|;, dien een vlak, door OZ en P gebracht, maakt met het 
vlak der X Z , en het complement P O C = (^ van den hoek , dien 
OP met OZ vormt. Alsdan wordt de inhoud van een element van 
het lichaam uitgedrukt door 

zoodat men dan heeft 



Oo80d(p I d^ I r^dr-— 

C08<t>d(p j (C08^)Td^, 

- I ?ï J — ^ TT 

In den rechthoekigen drievlakkigen hoek OP AC is nu 
Co8^=z Co8<p,Oo84f; 
waardoor men verkrijgt 

i = |a' l''(Oo8<t>)U0 l\co8^)\d4'. 
Jo Jo 

Door bekende herleidingen vindt men gemakkelijk 

r''{a8(p)id<p = l r''(Q>8<p)id<p, 
Jo Jo 

en hierdoor gaat bovenstaande waarde van / over in 

i=A«'p''^^v^^r"^-T= (2) 

Jö Jo \ C08^ 

Eene vergelijking van de uitdrukking (2) met de waarde (1), geeft 
onmiddellijk 



/-.w^i'--^ 



yj Co8(p 

2. De waarde van den vorm, dien wij beschouwen, kan ook 
worden afgeleid uit de theorie der elliptische integralen. Wy zullen 
hierbij de notatie volgen van Legendbe, zoodat wy de volledige 
elliptische integralen van de eerste en tweede soort zullen aanduiden 
door P'(<;) en E*(c), en dus zullen stellen 



Men heeft nu 

Jo Jo Jo 

Aangezien -7-r de grootste waarde is die Sin 6 kan aannemen, 

zoo kan men yoor alle waarden van d, binnen de grenzen der inte- 
graal, stellen 

Sin6= —Sin^f; 

waarin v|/ eene nieuwe veranderlijke voorstelt, die voor 6 = en 
d=^7r, de waarden aanneemt, respectivel^k van O en J^t. Gemaks- 
halve nog -— =:c stellende, heeft men dan 

dv m^ ' 



en 

Nu is verder 









Be rergdijking (3) gaat tiierdoor orer in 



r rf(ï)\/Cb»0 = 2cJ«(c)+-[J?»(c)-i'»(c)]. 
Verder is 

Jo \l'ör^~Jo »^(i-a-f»»H4»)~ J, 1^(1-2 «»»i 



/•»» 

="i. 



|/(1-C»^»H) 

Men verkrijjgt dan ten slotte 



^* =20^^1(0). 



aio 

Jo Jo \ CO8 

of wanneer men hierin voor c hare waarde —r invoert 

-i^'i^)]' w 

Uit de theorie der elliptische integralen is bekend dat er een 
merkwaardig verband bestaat insschen de volledige integralen F^{c), 
E^(c), F^ (b) en E^(b), waarin h voorstelt de complementaire mo- 
dulus van c, zoodat men heeft 

5 = 1/ (1-c»). 

Het hierbedoelde verbatid wordt aangewezen door de vergelijking 

Voor c = -jj wordt ook h z=z -— , zoodat 
en hierdoor giaat (4) over in 

Jo JO SC09(p 

3. Nog eene andere wijze om de gezochte waarde te vinden wordt 
opgelevoi^ door de fcrmule 

Deze formule, waaritt »» en ^ positieve getallen voorstellen, komt 
o. a. foor in het l^' deel van den Gakmius integralis tan EiTUiai, bladz. 
248; doch ofschoon de aldaar gegevene afleiding slechts geldig is 
zoolang » een gebeel getal aanduidt, neemt 'Bvtw. niettemin, zonder 
nader betoog, de geldigheid diéf formule aan, ook voor gebroken 
waarden van «, doordien hij zegt: //qucd est theovex&a oomi atAen- 
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tione dignum, cum bic non amplius opus sit, ut «p sit numerus 
integer." 

Hijj stelt dan in het eerste lid dier formule x» -f « » = /» , en in 
het tweede lid m=.n-'k^ en rindt zoodoende gemakkeügk 

I ir^k I r = r- («) 

n 
Zooals w^ opmerkten, is het betoog Tan Eulbb niet voldoende 
om er uit te mogen besluiten, dat (6y zou doorgaan, zooals werke- 
kelijk het geval is, voor alle positieve waarden van fc. Men kan 
intusschen de algemeene geldigheid dier formule, voor willekeurige 
positieve waarden van /ci, aldus aantoonen. 

dy 

Men stelle x" =zt/, en dus dx =. — ^^ ; 

dan wordt 
en 

Door het bekende verband tusschen de Euleriaanschfl integralen 
van de eerste en tweede soort, dat begrepen is in de formule 

^'^^ ro,+f)' 
kan men dus ook schiyTeu 



en 



.^..-..._K'-f!):K). 



n^-idx 

J" (l-a!"F 



»r 
zoodat men heeft 
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Door de grondformulen der Euleriaansche integralen van de 
tweede soort is nu 

n 
zoodat men dan ten slotte heeft 

n 
en dus de geldigheid van (6) voor alle positieve waarden van f4 en 
k bewezen is. 

Stellende thans Cos0z^x^, 

j JA. 2xdx 

eud«8 rf<^ = _____^; 

dan heeft men hierdoor 

fi" , fi'^ d<p _ , n dx r> x^dx 

J. '^<>vö.,0j^ 7^-U y^y^)Jo vv^^y 

Door in (6) te nemen 

«=4, X:=2, A« = l, 
vindt men 



r* dx /** x^dx 9r 



en dus 



KLEINERE MEDEDEELINÖEN. 



VERDEELING VAN DEN HOEK IN EEN WILLEKEURIG 
AANTAL GELIJKE DEELEN, 



DOOB 

J. n. VAN LEEUWEN. 



Wanneer M een willekeurige cirkel is, en de kromme ADB de 
epicycloïde, beschreven door bet punt A van cirkel O, die over cir- 
kel M. rolt; dan is voor een stand O, van dien cirkel, waarbij het 
punt A in D gekomen is, boo/; ED = ho/; A E, of, als wij de stra- 
len van de cirkels M en O, i2 en r noemen, 
B_ ^DO,B 
r ~ LAMB* 

Uit deze beschouwing volgt nu eene constructie voor de verdeeling 
van den hoek in een willekeurig aantal gelijke deelen. 

Hiertoe construeeren wij op een willekeurigen cirkel M, waarvan 
wq den straal R noemen, de epicycloïde beschreven door het punt A 
van cirkel O/', wiens straal w^ r noemen, en die cirkel M in A raakt. 

Stellen w^' ons nu voor den hoek in n gelijke deelen te verdee- 

len , dan nemen wij r = - R. 
n 

Zij die epicycloïde de kromme ADB, en de lijn, beschreven door 
het middelpunt van den cirkel O, de kromme 00^0,^. 

In het punt 0^, op MO^, construeeren wy den hoek M0^,0, die 
in n gel^ke deelen verdeeld moet worden, en beschrijven met een 
straal MC een cirkelboog, die onze epicycloïde in D snijdt; verder 
uit D met een straal r een cirkelboog, die de kromme 00^0,, in 

Opsnijdt; LMO^D is dan =LMO,,0 en £.AME = i £.MO,D = 

n 

= - LMO^^C; en door nn LAME op LMO^^C n maal af te passen 
n 

is de laatste in n gelgke deelen verdeeld. 

Voor onze figuur namen w^ 9»=i5, en daardoor is iLAME=s 

15 



ÓVBft m FUNCTIE VAN DE MÊtHÖDÈ t)Ëk 
KLEINSTE KWADRATEN, 



fiORNEILLE l. lASJMUÈ. 



Dat de methode der kleinste IcWadraten niet spoedig die algemeene 
wnardeering heelt genoten, wellse z\j waardig is, ligt itraiuPBchJijiitijk 
niet alleen aan hetynj omcdachtig rekenen, dait zij vereisefet, wannger 
er meer dam eene onbekende te bepalen is; maar ook Toor een deel 
aatt de ttKoretische moeilijkheid, wdike zij biedt aan hen, wier wis* 
kxmdige «Dtwikkeüng nog niet igroot geno^ is, om de toelidtting te 
mMm, welke b^ fete werken over het onderwerp wenschel^'k si^ti sou. 

Wat het omslachtig rekenen betreft, heeft men wel getracht* naar 
het voorbeeld van Gauss, door zekere notatiën dit bezwaar te ver- 
ia^ïde^mi titlkar, «ndanks den gfootan eerbied aan «dien „^oKt der 
wiskundigen" v^lieht, essl men toegeven, dat die notict^ nfeiiig 
geschikt zijn , t>m in het geheugen te worden 'opgenomem, en daar- 
door gemdckelijk» te rekenen. Wil men die rekenwijee voigen , dan 
dient men wel bij dk ondei^ianden zijnd vraagstuk tot z^n huoA- 
boek de toevindii te nemen. 

In dat opzicht geloof ik, dat prof. van Geer zich verdienstelijk 
heeft gemaakt, door de determinanten op de methode der kleinste 
kwadraten toe te pafSBen» zooals ïnj dat heeft doen zien in een eitikel 
in dit tijdschrift, en zooals ook daarna geschied is door den Heer 
NiNOK Blok in zijne dissertatie. 

Eene der theoretische moeilijkheden, die ik ondervond, toen ik voor 
het eerst met genoemde methode kennis maakte, en wd uit Bbün- 



Now's Sphariêcke Astronomie, bestond daarin, dat men zegt: h ^{A) 
de waarschijnlijkheid eener fout =A, dan 10 t^(A)«fA de <«maf * 
sch^'nlijkheid van eene fout , gelegen tusschen A en A 4 ^ A. 

Himn eag ik iets, hetwelk mij destijds niet gelukte andem düft 
als een tegenspraak te beschouwen. Ik wil in de volgend^e l^geteft 
zeggen , waarin ik die tegenspraak zag , en hoe men hét tö verstaan 
heeft. Hoezeer overtuigd, dat deze beschouwing overbodig id tegen* 
over wiskundigen van genoegzame ondervinding, ben ik niet vreemd 
van het denkbeeld, dat zij haar nut kon hebben voor iien, di^ 
minder doordrongen zijn van de wijze, hoe men heeft over te gaan 
van het eindige tot het oneindig kleine, van het afgebroken tot het 
onafgebroken; vooral ook, omdat in meer deelen der waarschijnlijfe*- 
heidsrekening, met name in de wiskundige statistiek, zich dergelgke 
moeilijkheden voordoen. 

Ik redeneerde aldus. Is $(A) de waarschijnlijkheid eener fout A, 
dan is de waarschijnlijkheid eener fout tusschen A en A + e?A dfe 
som der waarschijnlijkheden van alle fouten tusschen A en A+tfA* 
en nu kwam het mij onbegrijpelijk voor, hoe die som rr (J)(A)ef A 
zijn kon; de som der waarschijnlijkheden van fouten tusschen tWce 
grenzen, hoe dicht ook bij elkander, kan toch niet kleiner zijn dan 
de waarschijnlijkheid aan eene der grenzen zelven. Is 0(/\}dA de 
waarschijnlijkheid eener fout , gelegen tusschen A en A + (? A , en 
nadert ^ A tot nul, dan nadert ook $(A)^ A tot nul, indien (f (A), zoo- 
als de berekening leert, eindig is; hetgeen zeggen wil, dat de waar* 
sehijnlijkheid eener fout A niet = ^ (A), maar nul is. 

Inderdaad, men stelle zich eene lijn voor, waarvan verschillende 
punten verschillende waarnemingen aangeven, zoo is toch zeker de 
waarschijnlijkheid, dat eene willekeurige waarneming een vooraf wil- 
lekeurig aangenomen punt zal aanwijzen, oneindig klein. De waar- 
schijnlijkheid van de fout A kan dus geene eindige grootheid, maar 
moet oneindig klein zijn. C^(A) is dus niet de waarschijnl^kheid 
van de fout A. 

Het is daarom te bevreemden, hoe sommige schrijvers geferacht 
hebben , dit toch te bewijzen. Dr. Wilhelm Rüdigëb neemt in zijne 
Inaugural-Dissertation die Methode der Meimten Quadrate, eene fbttt 
i) als abscis, en haar waarschijnlijkheid (P[v) als ordinaat aan; dan 
iB , zegt hij , de waarschijnlijkheid van eene fout te begaan tfisschen 
V en v-\- dvy — einen Fehler von der Grosse {v bis v-\-dv) — gdiijk 
aan de som van alle ordinaten , of de kleine rechthoek 0(v)dv. Hij 
beockoawt dus een reohthoelge cès de som va& eTenwgdige ügnen! 

16* 
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Itet hetzelfde recht zou men dan een lijn moeten gel^k stellen a«n 
de som van al haar panten. 

Intusschen hebben meer dan een schrijver de onjuistheid inj^ezien; 
zoo stelt Gauss (rertaling Bertra.nd) ook wel de waarschijnlijjkheid 
eener fout tusschen v en v + dv voor door 0{£i]dAy doch noemt $(6) 
niet de waarschijnlijkheid der fout A, maar la facilité relative 
de Terreur A, hetgeen zeer zeker iets anders is. 

Evenmin begint Laurent in zijn Traite du calcul des probaèüUéê, 
met te spreken van de waarschijnlijkheid eener fout A; maar h\j 
stelt jP^J') de waarschijnlijkheid, dat de fout gelegen is tusschen x 
en x^dx. Hq noemt dan ook F'[x), waarvoor h\j vervolgens 0lx) 
schryft, la facilité de Terreur, dus iets anders dan probabilité. 

LiAORE in zijn Caicnl des prohahitités et theorie des erreurs^ be- 
paalt $(jr) als cene zoodanige functie, dat ^(x^.dx de waarsch\jnlyk- 
heid voorstelt, dat de fout begrepen is tusschen x en x •*- d r. Dit 
nu is op zich zelf goed; maar de woprden tot inleiding daarvan 
hadden moeten wegblijven. Hij noemt F\x) de waarschijnlijkheid 
eener fout Xj en zegt dan, dat de waarschijnlijkheid, dat de fout 
b^epen is tusschen x en x-\-dx, zal zijn 

J^l^i djr)-Fix) = F'(x)dx, 

en stelt verder F'(x) = (p(x). 

Nu is de waarsch^'nl^'kheid eener fout tusschen x en x + dx blijk- 
baar ZF{x + k)y voor alle waarden van k, van O tot dx; reeds 
de waarschijnlijkheid, dat de fout of x of x-{dx is, bedraagt 
F{T)'^F{x-{d.r). Hoe Ltaobe er dus toe komt, F{x) af te trek- 
ken van Fix-^-dr), begryp ik niet. Bij Laurent, die aan F(x) eene 
zeer verschillende beteekenis geeft, is dit duidelijk. 

Het verdient opmerking, dat, waar vele schryvers de waarschyn- 
l^kheid eener fout x zouden voorstellen door F'{t), Liagre die 
voorstelt door F{x), wel een bewys, dat hierin eenige begripsver- 
warring schuilt. 

Elib Bitter in zijn Manuel théorique et pratique de VappUeatum 
de la methode des moindres carrés au calcul des observations ^ heeft 
wel is waar, even als Laurent, de zaak streng behandeld, en komt 
er dan ook evenmin toe, de functie 0(A) van $(A dA te noemen 
de waarsch^jnl^'kheid der fout A. Maar iets kunstmatigs in z^'ne 
yr^ze van behandelen is m. i. niet te ontkennen. 

Is het derhalve uitgemaakt, dat, wanneer 0(A)dA de waarsch^n- 
lykheid eener fout is, gelegen tusschen A en A + dA, ^(A; zeker 
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niet is de antilytische uitdrukking der fout A; dit neemt niet weg, 
dat er eene zeer geldige reden bestaat, waarom velen 0{^) eenvoudig 
de waarschijnlijkheid der fout A genoem,d hebben. 

Bij het doen van zoo nauwkeurig mogelijke waarnemingen neemt 
men natuurlijk eene zoo klein mogelijke eenheid aan, waarbij onder- 
steld wordt, dat elke waarneming uitgedrukt zij in geheele getallen. 
Heeft men nu b. v. voor eene lengte waargenomen a eenheden, dat 
wil dan niet zeggen, dat die waarneming juist a eenheden gegeven 
heeft, maar een aantal eenheden gelegen tusschen a—^ en a-|-|; 
want had men gevonden minder dan a- |, dan men a— 1 genomen; 
voor meer dan a+ ^ had men genomen a+l. 

Eene fout, die men bij dat waarnemen begaat, kan men dus ook 
niet zeggen juist v eenheden te bedragen; maar wel, dat die fout 
gelegen is tusschen v| en f + |; dien zin heeft men er dus aan 
te hechten, als er gesproken wordt van eene fout gemaakt te hebben 
groot V (eenheden). Van die alzoo begrepen fout v kan men ook 
zeggen, dat zij eene waarschijnlijkheid heeft, die men aanduidt door 
ƒ(»). Intusschen blijkt terstond, dat /(r) niet z^'n kan eene analy- 
tische functie van v ; omdat v geene andere dan geheele getallen kan 
aanduiden. 

Stelt men zich nu de mogelijkheid voor, van een stel waarnemin- 
gen, zooveel nauwkeuriger dan de oorspronkelijke, dat men tot op 

- van de oorspronkelijke eenheid kan waarnemen, en neemt men 
n 

aan , dat de fouten begrepen tusschen v^^ en f -f* 7 zich gelijkmatig 

over de eenheid verdeden; dat wil zeggen, dat er evenveel fouten 

11 18 

liggen tusschen » — 5— en v-^- — als tusschen t? + — en © + — » 

3 5 

als tusschen t? + — en » + 3— , enz. ; dan liggen tusschen elk dier 

tweetallen - van het aantal fouten, die tusschen o— 4 en o 4- 4 
n 2 I i 

liggen; en de waarschijnlijkheid van eene fout tusschen zulk tweetal 
is derhalve - ƒ(»). Volgens dezelfde onderstelling van de gelijk- 
matige verdeeling over de eenheid , is ook de waarschijnl^kheid eener 

1 12 

fout of tusschen © en t? + - , of tusschen t? + - en »+ - even Rroot. 
n n n 

De waarschijnlijkheid eener fout tusschen t? en o-)-~ is dan -/(o). 
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OndiMraiidt men nu de mogelijkkeid van waamemiBgen tot Qp steods 
kloioar oaderdeelen van de eenheid der eerste waarnemingen, dan 

kan men n tot in het oneindige doen toenemen, en dus - tot nul 

does naderon. Men kan dan - =<^9 stellen; in dien zin kan men 

n 

dan zeggen, de waarschijnlijkheid eener fout gelegen tusschen v en 

v-\-dv is f(v)dv. 

Hiermede is het goed recht verdedigd, en de zin verklaard van 
de uitdrukking: <^(A) is de waarschijnl^kheid eener fout A; terwijjl 
0(A)d/^ de waarschijnlijkheid is eener fout, gelegen tusschen A en 
A + ^A. 

Intusschen is het misschien niet overbodig, eens den omgekeerden 
weg te gaan, en dus uit te gaan van de analytische functie. 

Zij] dan 0{x)dx de waarschijnlijkheid eener fout tusschen x en 

x-\'dx, dan is de waarschynl\jkheid eener fout tusschen »— | en t>-f | 

rv + i 

0(x)dx. 






I 0{x)dx = F{v + {)- F(v - i). 

M— .1 



I 

Nu is 

Perhalve 

Zoodat men heeft 

f''^0{x)dx^cp{v)+^,r{v)+ ^^ 4 5 2^ ^^^(^)+- 

Breekt men de reeks af bij den tweeden term, zoo heeft men: 
als ^{x)dx de waarschijnlijkheid is eener fout tusschen afena? + (fa?, 
dan is de waarschijnlijkheid eener fout tusschen o — | en 9-f i 
-v + ^ 

(p{x)dx=.0{v). 



f 

■'m — 



Het beschouwen van de weggelaten termen der reeks kan intusschen 



-A*** . 
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een inssicht geven in de onjuistheid, die men begaat door de fouten 
over de eenheid gelijkmatig verdeeld te onderstellen. 
Men heeft namel^'k 

hieruit rolgt 

1*1 
Va- 
De tweede term der reeks voor 



«ï»" (t>) = -P-(r * * « • (2 *« e* - 1). 



ƒ 



Nu is A z= ■ . zijnde c de middelbare feisl;; èw ymAi latn 
voor dien tweeden term 
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Hierin is s uit den aard der zaak grooter dan 1 , hetgeen düidèl^'k 
blijkt, als men in het oog houdt, daé de waarneming(»n, ei^ du^ oo]c 
de fouten, ondersteld zijn te zijn uitgedrukt in geheele getallen. 
Bovenstaande uitdrukking voor bedoelden tweeden term toont dus 
^an, dat die slechts klein is, hetgeen natuurlijk in nog veel sterker 
mate van de volgende termen geldt. 

Bift uitdrukking leert tevens, dat de waarschijnlijkheid eener ze^ 
kleine fout v (namelijk tusschen v — \ en o + |) i^ts kleiner ia dan 
0(v), en die eener eenigszins groote fout v iets grooter dan 0(»). 

Stelt men t7 = £, dan is die tweede term nul, waaruit men ziet, 
dat alsdan de waarschijnlijkheid der fout o het minst afw^kt van 
0lv), M. a. w. de fouten, di« afgezien van het teeken, in groifttte 
zich het dichtst bevinden nabij de middelbare fout, zullen het gelijk- 
matigst verdeeld zijn, en de waarschijnlijkheid der fout zal zich voor 
die fouten het langzaamst verand^en. 
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stelle der Osculation. Yon Maeh. 
N. A. DB M. T. 18, p. 67 — 67. Sur quelques propriétés des foyers des courbes 

algébriques et des focales des cones algébriqnes. Par M. Laguerre. 
N. COBB. M. T. 5» p. 27. Question 437. Par A, L. 

ia. p. 257— 263, 805-316, 356—363, 885—893, 417—425. Mémoire sur les 
courbes enveloppes de cercles et sur les surfaces enveloppes de spheres. Par 
M. A, Biboueow. 
id. p. 356 — 863, 398 — 403. Principes de la theorie des développoides des cour- 
bes planes. Par M. P. Mansion, 
BULL. MATH. T. 2, p. 216 — 232. Sur les points d*inflexion des courbes algé- 
briques. Par M. Elliot 
CL. M. ANN. B. 14, S. 207 — 211. Zur allgemeinen Theorie der Curven und Fla- 

chen. Yon A, Beek. 
id. S. 545 — 556. Ueber die Zerlegbarheit einer ebenen Linie dritter Ordnung 

im drie geradc Linien. Yon A. Thaer, 
id. B. 15. S. 122 — 160. Die Multiplicitat der Schnittpunkte zweier algebrai- 

schen Curven. Yon O, Stolz. 
id. S. 507 — 626. Ueber die Schnittpunktsysteme einer algebraischen Curve mit 
nicht-adjungirten Curven. Yon M, Noether. 



KBOMMS MJVXN (BUZOVPBWl). 
GR. ABCH. B. 64, S. 145—163. Z«r 1%eorie der Fa«p!Hilctec«wen è»t K«gel- 
sohnitte. Yon A, Amereder, 



GB. ABOH. B. 64, S. 170 — 176. Negative Fusspunktencurven der Kegelschnitte. 

Von J. Jmereder. 
id. S. 177— -181. Astroiden. Von J, Jmereder, 
SCHL. ZErrscHB. B. 24, S. 119—128. Synthetischer Beweis der Identitat einer 

Tripelcnrve mit dem Erzengniss eines KegeUchnittsbüchels nnd eines ihm 

projectivischen Strahlenbüschels. Von F. Sehur, 
id. S. 285—808. Ueber die Verwendung des Pendels znr grapMschen Darstel- 

lang der Stimmgabelscurven. Von J. Hagen, 
N. A. DE M. T. 18, p. 38 — 85. Enveloppe de la droite de Simpson. Par M. 

Badoureau, 
id. p. 123—126. Question de licence (1877). Par M. H, Cowrie, 
id. p. 288 — 286. Solation de la question proposée an Concours d' Admission è 

I'Ecole Normale en 1878. Par M. E, Guillet. 
id. p. 822—324. Question 1268. Par M. B, Lez, 
id. p. 475—477. Question 1816. Par M. £ez, 
N. COBB. M. T. 5, p. 28, 24. Question 854, 482. Par M. J, L, 
id. p. 54, 55. Question 808. Par Bombled. 
id. p. 62—64. Question 419. Par B. Brocard, 

id. p. 81—87. Sur les courbes du troisième degré. Par M. H, van AubeL 
id. p. 180—185. Question 418. Par T. Jamet 
id. p. 145 — 149. Sur lea conchoidales. 
id. p. 209—211. Question 54. Par M. LaUant. 
id. p. 235, 286. Lettre de M. E. Bfoeard. 
id. p. 242—246. Question 398. Par M. T. Jamet 
id. p. 249, 250. Question 480. Par Cauret 
id. p. 290— 292. Question 311. Par JS*. C 
id. p. 351 — 355. Sur la cycloide. Par M. Neuberg» 
id. p. 408—408. Sur les cubiques unicursales. Par M. G, de Longehamp, 
id. p. 414—416. Question 501. Par V. Jamet 

CL. M. ANN. B. 15, S. 859 — 879. Recherches sur les courbes planes dn troisième 
degré. Par G. H. Halphen, 



KEOMME LUKBN VAK DüBBELB KBOMMDïa. 
GB. ABCH. B. 64, S. 19 — 23. Sur une propriety caractéristique des helices. Par 

P. JppeU. 
id. S. 224. Gleichung der Curve eines Bandes mit unauflosbaren Knoten nebst 

Auflösung in vierter Dimension. Von i2. Hoppe, 
SCHL. %£ITSCHB. B. 24, S. 158—167. Die Involution auf einer Raumcurve drit- 

ter OrdnuDg und der darans entstehende Complex. Von Weiier. 
N. A. DE M. T. 18, p. 206—218. Sur la courbe enveloppée par les axes des 

coniques qui passent par quatre points donnés et sur les axes des surfaces 

de revolution du second ordre qui passent par cinq points donnés. Sur les 

lignes spiriques. Par M. Laguerre. 
N. COBB. X. T. 5 , p. 282 — 284. Sar la courbure des lignes. Par M. /. Neuberg» 
CL. K. ANN. B. 14, S. 567 — 566. TJeber Enveloppen geodatischer Linien. Von 

A, V, BraunmüM. 
id. B. 15, S. 628 — 582. Besehreibung der Ausartungen der Raumenrve dritter 

OrdBung. Von H. Sehubert, 
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MECHAKICA. 



GB. ABCH. B. 64, S. 96—105. Freier Fall aas einem Pookte der Ërdoberflache. 

Vod e. Hoppe, 
id. S. 218—223. Erweiterung der bekannten Speciallösung des Bnikörperproblems. 

Vou i2. Hoppe, 
id. S. 868 — 372. Ueber die freie Bewegang eines Körpers abne Eiawirkang 

eines Kraftepaars, Yon R hoppe, 
id. S. 878 — 378. Elementarer Beweis fdr die Ezistenz eines Mittelpi\»kU gleich 

gerichteter Krafte. Von R, Hoppe. 
8GHL. ZEiTSCHB. B. 24, S. 206—220. Das Princip der kleinsten Arbeit der ver- 
lorenen Krafte als ein allgemeines Princip der Mechauik. Von BMchmanninof, 
id. S. 230 — 233. Oscillationen einer homogenen Flussigkeitsmasse infolge ihrer 

Oberflachenspannung. Von A. Gieten, 
id. S. 239—244. Einige Satze über Wirbelbewegungen in rcibenden Flüssig- 

heiten, Von L. Ordiz, 
id. S. 255 , 256. Elementarer Beweis eines Satzes der Mecbanik aaf geometri* 

scbem Wege. Von UolzmiÜler. 
id. S. 270—277. Deformation einer unendlich dunnen kreisformigen ebenen 

Platte, durch die Warme, wenn die Temperatur der einzelnen Piinkte der 

Platte blos stetige Function der Entfemung vom Mittelpnnkte der Platte 

ist. Von F, NiemuUer, 
N. A. OE M. T. 18, p. 97 — 101. Solution d'une question de Licence (1875). 

Par M. A, Toureiies. 
id. p. 115 — 118. Solution de la question de Mecanique Élémentaire proposee 

an Concours d'Agrégation en 1876. Par M. Moret-Bfane, 
id. p. 118 — 122. Solution de la question de Licence proposee an Concours 

d'Agrégation en 1876. Par M. A. Tourettès, 
id. p. 173 — 175. Solution de la question de Mecanique élémentaire proposée 

au Concours d'Agrégation en 1877. Par M. A. Toureiies, 
id. p. 175— -179. Solution de la question de Licence proposée an Concours 

d'Agrégation en 1877. Par M. A, Toureites, 
id. T. 18, p. 193 — 200. Note sur Ie principe de la moindre action. Par M. 

Th, Sloudsky, 
id. T. 279—281. Sur un problème de Mecanique. Par M. Ptaszyeii. 
N. CORR. M. T. 5, p. 27—29. Question 438. Par A, L, 
ld. p. 105, 106. Question 426. Par H van Aubel, 
id. p. 136, 137. Question 426. Par E, Ceearo, 
id. p. 211, 212. Question 72. Par Laieant, 
BULL. MATH. T. 2, p. 433—436. Problème de Mecanique. Par M. E, Darboux. 
J. DK L. T. 5, p. 163-194, 329—344. Complément ^ une étude de 1871, 

snr la theorie de l'équilibre et du mouvement des solides élastiques dont 

certaines dimensions sont tres petites par rapport a d'autres. Par M. J. 

Boueeinesq, 
id. p. 227 — 248. Résumé d'une conférence sur la theorie mathématique de 

rélasticité faite aux élèves de l'Ecole Polytechnique (promotion de 1877—1879). 

Par M. H, Résal, 
id. p. 319 — 328. Note sur les conditions de resistance d'un tube elliptique, 

dont l'épaissenr est faible, soumis ï, Taction d'une pression uniforme intérieure. 

Par M. H, Béeal, 
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N. AKCH. Dl. 6, blz. 67—97. Oplossing van de 8<ïk l^svraag voor 1878. Over 
een schuinen driehoek rostende in een drievlikkigen hoek. Door F, J, van 
den Berg. 
id. p. 173—182. 0?er de betrekkelgke bew^ng. Dool: E. Kawurlingh (hmêi. 



MEETKUKDB (VLAXKX). 
OB. ABCH. B. 64, S. 253^266. Ueber eine Reihe von nenen Dreiecksprobleme. 

Von N. von Loreniz. 
id. S. 440. Planimetrische Aafgnbe. Von M, Hoppe. 
id. S. 441—443. Rationales Dreieck, dessen Seiten auf einander folgende ganze 

Zahlen sind. Von R. Hoppe. 
8CUL. zbtTscHK. B. 24, S. 123—128. Yerallgemeinang eines geometrischen 

Paradüxum. Von F. Sehlegsl. 
N. A. Db M. T. 18, p. 112, 113. Question. Seconde. Par M. Lez. 
ld p. 113. Question. Troisièine. Par M. Lez. 
id. p. 114, 115. Ënseignement secondaire spécial. Par M. Rohaglia, 
ld. p. 309. Ecole Spéciale Militaire (Concours de 1878). 3e Question. Par M. 

Kobaglia. 
id. p. 311 — 316. Correspondanoe. 
id. p. 33^. Question lb04. Par M. C. Boell. 
id. p. 368, 369. Concours d'Admission ^ I'Ecole Spéciale Militaire 1878. Par 

M. A. Leinehugel. 
id. p. 374, 375. Question 1263. Par M. Moret-Blane. 
id. p. 427, 428. Question 1314. Par M. F. Fitani. 
id. p. 428—430. Question 1315. Par M. L. Caurei. 
N. coKB. K. T. 6, p. 12, 18. Questions de geometrie élémentaire. Par M. f. 

Lwiae. 
id. p. 29, 80. Question 449. Par V. Jamet. 
id. p. 139, 140. Question 458. Par Launee. 
id. p. 141, 142. Question 466. Par Cauret. 
id. p. 187, 188. Centre de gravite du périmètre d'un qnadrilatère qnelconque. 

Par M. G. Dosfor. 
id. p. 230—232. Sur le eerde des nenf points. Par M. Chatht, 
id. p. 294—296. Question 448. Par K C\ 
id. p. 323—325, 313—347, 398-897, 423-480. Propriétés da triangle. Par 

M. H. Broeard. 
id. p. 334, 335. Question 495. Par Cauret. 
id. p. 876, 377. Question 396. Par EC. 
id. p. 880, 381. Question 493. Par E. Fauquemhergue. 
id. p. 412—414. Question 498. Par E. C. 
id. p. 444—446. Lettre de M. Neuberg. 
id. p. 446—448. Lettre de M. Neuberg. 



HEETKÜITBB IN DE BUIMTB. 
N. A. Di K. T. 18, p. 109, 110. Philosophic. Par M. Lez. 
id. p. 172, 173. Solution de la question de Mathématiques élémentaires, pro- 
poiée aa ooncoors d*Agr^ation de 1877. Par M. CoUereau, 
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N. A. DE M. T. 16, p. 410-— 419. Question proposée au Concours General de 
1878, pour Ia classe de mattiématiques élémentaires. Par fif. L, de Lannoy. 
id. p. 419. Concours general de 1878. Pliilosopliie. Par M. Leisschngd, 
N. «>tot. M. T. «, p. 106, 107. Question 449. Par Cawet 

id. 140, 141. Question 459. Par Lannes. 
N. ARCH. Dl. 6; blz. 144 — 170. Theorie der inhoudsvinding van de halve hekto- 
liter-graanmaat. Boor B. JP. Moors, 



ONTWIKKELING VAN PUNOTIBN. 

N. A. DE M. T. 18, p. 321, 822. Question 1259. Par M. Moret-Blane. 

N. OOER. M. T. 5, 292—294. Question 886. Par E. C. 

j. DE L. T. 5, p. 81 — 46. Sur Ie développement des fonctions de M. Weiertrass 

sulvant les puissances croissantes de Ia variable. Par M. B. André. 
id. p. 47 — 68. Generalisation des fonctions X,, de Legendre au cas de deux 

entiers, ou des fonctions qui naissent du développement des expressions 

(1 — 2a^ + ee3)±-~2~'. Par M. Eseary, 
id. p. 181 — 142. Développements des trois fonctions Al{x), Jl^{x),Jl^{x) sui- 

vant les puissances croissantes des modules. Par M. D, André, 
CL. M. ANN. B. 14, S. 567 — 576. üeber eine neue Eigenschaft der Laplace'schen 
FC») und ihre Anwendung zur analytischen Darstellung derjenigen Phanomene, 
welche Functionen der geographischen Lange und Breite siud. Von T, Neumann, 



OFFEKVLAKKEN (tHSOBIE). 

6B. ABCH. B. 64, S. 60 — 78. Untersuchungen über kürzeste Linien. Von R, 

Hoppe. 
SCHL. ZEITSCHR. B. 24, S. 1 — 17, 65—82. IJeber das Riemann*sche Krümmungs- 
mass böhem Mannigfaltigkeiten. Von Beez, 
id. S. 180 — 187* tJeber die Krümmungslinien einer algebraischen Flache. Von 

A, Enneper» 
OL. M, ANN. B. 14, S. 331—416. Beitrage zür Theorie der Minimalflachen. I. 
Projectivische Untersuchungen über algebraische Minimalflachen. Von S, Lie. 
id. B. 15, S. 210—237. Ueber singulare Tangenten algebraischer Flachen. 

Von //. Krey. 
id. S. 466 — 506. Beitrage zur Theorie der Minimalflachen. II. Metrische TIn- 
tersnchnngen über algebraische Minimalflachen. Von 8, Lie, 
N. ASCH. Dl. 6, blz. 19—48. Over het projecteeren op oppervlakken. Door 
P. H. ScAoute, 



OFPEBVLAKKEN VAN BEN TWEEDEN GEAAD. 

OB. AXOH. B. 64, S. 46—56. Moments d'inertie des surfaces et solides de ré- 

Yolntion appartenant k Ia sphere. Par G. Lostor, 
SCHL. ZEiTSCHB. B. 24, S. 62, 63. Bemerkung zu der Abhandlung jvXJeber ein 

spéoiellea Hyperboloid." Von A* Schoenfliets. 



soHL. BBinoHK. B» £4, 8. 116—119. "Flftckai zwcfHer Ocdniing «Is firseognisae 
projectiTischer Büschel von Kugeln. Von F. Mllner. 
id* 'S. 405'>*-407. Neae geomctdiche DarateUang der geodatischen Liaien auf 

dam Rotationsellipsoid. Von K, Sehwermg, 
m. A. DE if. T. 18, p. 13 — 19. Qaestion proposee au concoars general de 1877 
poar la classe de ilatfaéiiMtiqaea Bpécieles. Par M. E, Bomglé, 
id. p. 170^—177. Solation de la qaestion de Mathematiqaea apéciales, propotée 

aa Concours d'Agrégation da 1877. Far M. L, Bourguêi. 
id. p. 304, 305. Problème anr Tellipsoide. Par M. E. Imeas, 
id. p. 466-468. Question 1J70. Par Hf, N, 
N. CARR. M. T. 6, p. 68, 1^4. Questioii 304. Par M. Bombled, 
id. p. 276— 278, 821—323, 348—350. Exposition des premières ^^roj^iétés 

des aarfiices du aeoond degré. Par M. £, Levy, 
CL. H. ANN. B. 15, S. 560—663. Notiz über die algebraische Para^eterdarstel- 

lang der Schnittcarve zweier Flachen 2ter Ordnang. Von J, Hamack, 
N, AJiCH. Dl. 6, blz. 183—195. Over de vergelijking der door drie gegeven 
richtlijnen bepaalde hyperboloide, ia verband met het evenwicht van vier 
krachten in de ruimte. Door F, J, van den Berg. 



OfPBRTLAKXmr (kjzonsob&x). 
SOHL. zensoBR. B. 24, S. 18—81. üeber die PolarflUchen der windsckiefen 
Flachen dritter Ordnung. Von A. Hoehheim. 
id. S. 60—62. Die Wellenflachen eines nicht homogenen isotropen Mitteh. 

Von A, Sehmidt, 
id. S. 400—405. üeber die Wellenflachen zweiaxiger Krystalle. Von O, 
Böklen, 
V. A. DE if. T. 18, p. 102 — 108. Questions proposées au conconrs general de 
1876. Mathématiques spéciales. Par M. J. Tourettes, 
id. p. 201—203. Lignes de courbure de la surface x=zLCosg — LCosx. Par 
M. A. de Saint- Germain, 
et. ICATH. ANN. B. 14, S. 46— llo. 2nr Classification der Flachen dritter Ord- 
nung. Von C. Hoeenberg, 



WBL. 'xeifSOBB. S. IM, 8. éO^ttS. Ueber ^as Problem der magfiifHrnsben In- 
duction aal ci»ei Kugeln. Ven O, Ohwetem, 
id. 8. 57**-''M^ Utfber eine AttWcttdaBg der KugelTunetinDen. Vott Mmöfhr, 
id. S. 104—116. Zur Theorie der ellipsoidischen ^SUeiehgewichtflfigurefl ML roti- 

render homogener Flfissigheiten. Von /. Hagen, 
N. ARGH. Dl. 6, hlz. 1—18. Over het beginsel van het behoud yah energie. 
Door Dr. O, /. Miehaelis, 



BEEKSEN. 
QR. AKCH. B. 64, S. 214, 215. Bemerkusgen fther dis Tcansfofmation «der Iieilh- 
nita'achen Reihio m vodgen Tolfl }ÜUV» 8. Von /S. Sopfi» 
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OR. ARCH. B. 64, S. 887—392. Sar la série divergente è tenues positife. Par 

P. JppelL 
N, A. DE M. T. 18, p. 19—28. Question de M. Bourguet. Par M. H, J. Krantz, 
id. p. 509— 518. Note sur la série 1 — i + 4 — ^ + i— i + • . . Par M. 

Lidmetz. 
N. CORB. H. T. 6, p. 65, 56. Question 360. Par Bombfed. 
id. p. 96—97. Sur la série 1 -f 2^ ^ + 3 " ar» + . . . Par M. Bomhled. 
id. 171, 172. Question 462. Par M. E, Cesaro, 
id. p. 218—215. Question 468. Par M. Hadieke et Brocard, 
id. p. 326—828. Question 448, 465. Par E, C, 
id. p. 430—432. Multiplication de deux séries convergentes. Par /. X. W, V. 

Jensen* 
N. ARCH. Dl. 6, biz. 212—215. Over de Sommatieformule van Euler. Door 
a Z. Landrê. 



STELKTJXDE. 

OR. ARCH. B. 64, S. 821 — 832. Methodes expéditives pour Textraction de la 
racine cubique des nombres entiers ou decimaux. Par G. Loafor. 

N. A. DE M. T. 18, p. 430—432. Question 1S17. Par M. F. I'Uani. 

id. p. 629 — 531. Note relative èi rupproxiination des moyeunes géométriques 
par des séries de moyennes aritbmétiques et de moyennes harmoniques. Par 
M. /. J. A, MaUhieu. 

N. CORR. M. T. 6, p. 258, 254. Question 489. Par Mangon. 
id. p. 878, 879. Question 488. Par Radieke, 



STEBFTETAPELS EN LEVEKSVEKZEKERING. 
K. ARCH. Dl. 5, blz. 85—46. De Beginselen der Levensverzekerings- wetenschap. 
Door J>, J. A, Samot, 
id. Dl. 6, blz. 124—138. De Beginselen der Levens verzekerings-wetenschap. 
Vervolg. Door 2). /. A. Samoi. 



STJESTITUTDBN. 
8CHL. ZEITSCHR. B. 24, S. 891—899. Ueber eln den Gleichunfren der orthogona- 

len Substitution verwaudtes Gleichungssystem. Von A, B'firseh, 
OL. M. ANN. B. 15, S. 206—210. Sur une propriété des formes algébriqnea pré- 

paiées. Par (7. U Faige, 



SYNTHETISCHE MEETKUNDE. 
GB. ASCH. B. 64, S. 109 — 112. Bemerkungen über das Erzeugniss eines ein- 
deutigen Strahlenbüschels und eines zweideutigen Strahlensystems zweiter 
Classe. Von A, Amereder, 
id. S. 267—278. Zur Geometrie der Gerade. Von E. Hain, 
id. S. 898-*406. Zur Construction symmetrlscher Punktsysteme. Vou JS*. Htm, 
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GR. AKCH. B. 64, p. 407 — 425. Surface des triangles, dont les sommeta tont les 
pii'ds des bisscct rices d'un triaiiKle doniié. Par G. Losfor, 
id. p. 4*26 — 481. Distances mutuelles entre les pieds des six bissectrices d'un 
triangle. Par G. Dostor, 
scHi, ZfciTScHB. B. 24, S. 845—380. Die Bil dung aflBner Figuren durcli ahnlich- 
▼eraiiderliche Systetne. Von L. Gtisen heimer, 
id. S. 381 — S'JO. Ueber Gkichstiinmigkeit und TJngleichstimmigkeit der raum- 
lichen CoDineatiun. Von G, Hauek, 
N. ▲. DE M. T. 18, p. 444 — 459. Keeherches sur les systemes polaires. ParH. 

Jufig, 
N. COKB. DK M. T. 5, p. 18 — 21. Lettre de M, Neuberg, 
id. p. 21. Lettre de M. l)ewu!f. 

CL. H. ANN. B. 15, S. 407—423. Yereinfachang des Problems der T&umUchen 
Projectivitat. Von -S. Sturm. 



^lELHOEKEN. 
QB. ASCH. B. 64, S. 489. Schwerpiinkt eines Vielecks. Von it. Hoppe, 
J. DK I.. T. 5, p. 285—292. Sur cirtaints proprictés métriquei, relatives aux 
polygones de Poucelet. Par M. Uaiphen, 



VERGEUJKTyGEN MET EEKB 0NBEKE17DB. 

GB. ABCH. B. 64, S. 24 — 29. Auflösung der dreigliedrigen algebraischen Olei- 

chung. Von J, Farkas. 

id. p. 296— 809. Heitrag zu den Aufiösnngen der Gleicbucgen vom zweiten ^ 

driften und viertcn Gnide. Von Th, Sinram, 

8CHL. ZKiTSCHK. B. 24, S. 32—39. Die allgeineinen Wurzelformen der Qnadrics> 

Cubics und Quartics von Clebscb nnd Aronhold. Von L, Malthiessen, 
N. A. DE M. T. 18, p. 1 — 13. Sar la regie des sigues de Descart^. Par H. 
Lagverre, 
id. p. 49—57. Sur la limite des racines réelles d*nne equation de degré quel- 

conque. Par M. G. de t ongrhamps, 
id. p. 2i8 — 231. Comparaison de la métbode d'approximation de Newton \k 

celle dite dis parties proportion nelles. Par M. L. Muleyx, 
id. p. 296 — 301. Sur les equations du troisièine et dn quatrième degré dont les 
racines s'expriment sans l'emploi des radicaux cubiques. Par M. S. Realit, 
id. p. 876—378. Question 127^. Par M. Fauquembergue, 
id. p. 46S — «70. Question 1280. Par M 6'. Rualit. 
N. COKB. M. T. 5, p. 23. Question 338. Par M. ^. LaisanU 

id. p. 286, 287. Lettre de M. //. Broeard, 

J. DK L. T. 5, p. 293 — 318. Solution du cas irreductible, c*e8t-iL-dire da problème 
consistaut a ex primer les racines d'une equation complete du troisième degré 
comme fouctions algébriques, linies et numériquement calculables sous forme 
fiuie, des coefficients de cette equation, dans Ie cas oü ces racines sont toutes 
& la fois réellfS et au moins une J'elles commensurable. Par M. E, Weichold, 
CL. u. ANN. B. 14, S. 212—230. Ueber rationale Functionen von n Elementen 
und die allgemeine Theorie der algebraischen Gleichungen. Von /. A^»i>, 

16 
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^' ifr Jt^S' fi- ^*^' '^^ ?Ö— UO. :l>l^r dij? qjeich^ipgen ^cht^n ^Qra^s ^^4 ihr 
A aftreten in (ö|er Theorie ^ijer C.yjrveD vitrter pr4pH,Pf. Vjji^ ^. ^(^tifjifr. 

ond achten Grade. Von F. Klein. 



TEBOELIJKIKOEK (0KBEPAAU)E). 
N. ▲. DE M. T. 18, p. 67 — 74. Sur ré(||^atipn ipdéterD^inëe j^qaad|ra^iqae 

id. p. 148, 144. Conrespondance Je M. A. Desboves, 

id. p. 265—279, 898-^\0, .43^j-4|44, 481—4;^?. .l^fémoices fur la ré|>lj{ljp^ 
en nombres entiers 5e réquatiou aX" + b^'' = eZ". Par ||. Lef^vff, 

id. p. 3^8. Question 1291. Par M. Bomers. 
id. p. 882, 838. Question 1308. Par M. ^1. ƒ. F, Me^l. 
id. p. 878, 379. Question 1295. Par II. R Soutfat 
N. COKR. T. 5, p. 8—11. Note sur quelques equations indéterminées. Fin. Par 

M. S, Realia, 
id. p. 97rr-K^. Ré^olutipjB ,4e cej^ftinef ^g^^atipi^ indaj^griiftn??? 4*P'4rS ««rf: 

rifi^r a;ji se^qi)^. ^>r }fL. Di^nioce^, 
id. p. 126—128. Question d*aiialy.|§ ifl^tergïiqfie!. Pgf M, ^. fi^fii» 
id. p. 1S3 — 186. ISur raiiaiyse iudéteriuinée biquadratique. Par M. £, Lueas. 
id. p. 373. Lettre de M. Réalie. 
1. DE L. T. 5, p. 405—424. Sur Téquation 7^**— 5y* = *». Par M. P. Ptfi> »«. 



VAARSCHIJNLTJKHEIDS-BEKEl?;^q, 

f*. 4i^- ft 0*, §. !W~?4. ;L<ii?ii^ /piftjjjer ^utot^fR? der WAba^e^U*- 
keitsreebnnng. Von S, Spit^t^^., 

id. p. 105, Ï4=*fre de J^. 4 A^fp^jp*. 

id. p. 212, 213. Question 457. Par M. Radieke. 
J. »P I. T. 5, D. I,e?r7l§9. Pfi Tepploi ^e 1^ gfftffié^sie jöur i^éao^ên m- 
taines questions de moyennes et de fifSib^^i^fl- fa^T ^^' ^iSff^^Ai 



OB. AECH. B. 64, S. 444-^4*1. Ppb§F «ftpsige pjinciiA^k Panklf» i« Ii||i«i<i- 

simaltbeorie. Vih» #. Fojy;^. 
acHL. ZKIT8CHB. B. 24, S. 83— 5. $t«^ jijeywe geoflictw«;JI># M^l»o4« pD^ ito 

y^cfandtacbafi; «iH d)er firaesr9iiiio>8cbe9 AiH^dtbounjEsl^rf. Y^^ ^* ^^f^^l* 
Hi &. l8Srrfl93. Ueb^rdie 4^nzal|l der Thejlfi, in welche eio gebiet ^Jer Stufo 

duKh n fiebiete *— I ter Slufe geteiU werden kann. V«n ^. PH^im* 
id. p. 221-^229, 276.-r-2S4. OtfioitiMi dt^ gepjyaetiiactoi fidulde d\fs«b Con- 

«trnciticm ihrer Pokca^aiteine. V^oa i/. TMemt!. 



PL II. 




ERRATA. 

Bli. 81, reg. 2 v. b. siaat-, O lees: O'. 

Biz. 89, reg. 4 v. o. ataati cirkel, en hebbende leet: cirkel hebbende. 



PERIODICAL 
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